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第 一 章 ”线性 空间 与 线性 映射 


线性 空间 是 研究 物理 .力学 中 满足 全 加 不 理 的 系统 的 数 
学 模型 .是 对 各 种 具体 的 线性 运算 封闭 系统 的 共性 加 以 概括 、 
抽象 而 形成 的 新 概念 。 线 性 映射 则 是 用 来 研究 线性 空间 之 间 
关系 的 主要 工具 。 国 此 ,本 章 所 讨论 的 内 容 既 是 已 有 线性 代数 
知识 的 深化 ,也 是 本 书 的 基础 。 本 章 主要 介绍 线性 空间 ,线性 
子 空 间 .线性 映射 和 线性 变换 等 基本 概念 和 它们 的 性 质 。 


$1.1 群 . 环 . 域 的 概念 


为 了 今后 能 准确 地 人 阁 述 和 理解 有 关 的 基本 几 念 ,学 好 矩 

阵 分 析 ,首先 引 人 和 人 代数 基本 概念 ; 群 . 环 . 域 。 
定义 1 设 G 为 非 空 集 . 若 在 @G 中 定义 了 代数 运算 “。”， 

нй E Т ЖЕ ТЕ. k G 关于 代数 和 运算“。" 构 成 一 个 群 
Cgroup) ,简称 群 ， 

a)? 对 任意 的 a. 08 G, 有 了 唯一 确定 的 元 素 x pecca m 
性 .唯一 性 )， 

Әде (8° У) = (а • 8) У Va.B. Y C GOROG В); 

ӘС 中 存在 元 素 e. (818 

| are = gere =r үоє С 
成 立 , 并 称 e Я GETEA" 2 ape. 

4) 对 每 个 aEG, 存 在 4-!EG, 使 得 


та ‘ов е 


.1. 


成 立 , 并 称 aCUNBGUDÉE а XCTGETEC s "М, 
ШЕН С узето" ^ "ИЕ ДЕ RR LENT 
а: В=Въ-а Уа. деб 
ШС 为 交换 群 或 阿 册 尔 (Abei) 群 。 . 
Аста 5 "ИНН, ТЕКЕ G 为 
加 法 群 , 通 常用 ”十 "代替 *。”. 并 把 加 法 单位 元 e POS SC 
ECA g ДЕР 0. КОЖ а 的 加 法 逆 元 素 性 "为 = 的 
ATR ез" ce" Е" -PPRA И: СОЕ 
ЖЕН "feet ens seed 2: BUR Р OR fno - 
Bop. 
Bii SERERE 于 实数 的 加 法 运算 梅 成 加 法 交换 群 ， 
在 尺 中 所 有 非 零 数 之 集 , 关 干 实数 的 莱 法 运算 构成 乘法 交换 
[M 
元 素 为 实数 的 „Ха „Изв а , 记 为 R ЗЕРЕ РЕ 
的 加 法 运算 构成 加 法 交换 群 ， Ж Du ETE BE О... Е 
FE A. А Ave "тян ий ЕНЕ. 
Генная. 此 时 单位 元 为 n 阶 单位 矩阵 
Қарыны А EER SBER ATI EIER DEBES EUR 
кы | | mE 
EX 2 在 -全 集合 RO 中 定义 两 种 代数 运算 “十 ”、 
'”, 且 满足 下 列 条 件 时 ,了 称 丈 关 于 这 两 种 运算 构成 环 
(ring): 
a) 关于 运算 * 十" 构成 加 法 交换 群 ， 
2 对 任意 的 а. ВЕК АМЕ — Ей о + Bc RC RIS n 


EER R ERZES, ШУЛ ring 


Gu 


—TE5; | . 
O ODRGCUEUUERO SiS M 
- 8.0 = (a Y Nou B € ÀK 
DR а ЗЕЙ ен pu e "ПЕТЯ 
律 , 即 ñ 
а. (ВУ оф фону а, В.Е Ё 
(а Bo-Y-a* DEPO Mob 
tnit Ë ЖЕН" rx d EI 
а. В = В +а Манев 
Кә А 为 交换 环 。 
12 人 全体 整数 构成 的 集合 
2 一 taQ, 士 1, 士 2.…》 
关于 实数 的 加 法 与 跟 法 构成 交换 环 ， 
ЖОЖ 下 上 的 所 有 多 项 式 的 集合 
Рт) = (Хана, € Е.т = 0.1.2,%") 


XC EIE ЕН АЖ; 

ВЕ. 

| RUS = (A = (а іа, € Rij € nye 
т РЕ за я БЕБЕ ЕРК. нын ЕК 
Н. EA R Е.К Я ВЕ ЛЕ Р A BE ДЕ ЛЕ 35 
Ж. 

定义 3 -ТЕРЫА ТЖ РВЕ ТИЖ 
BER F Aig dield), 

DF 是 交换 环 ; 


Ф RY iEn mi icem. 


DF 中 所 有 不 等 于 8 的 元 素 对 乘法 构成 交换 群 。 . 
біз ЖЕНИЯ Q ЖЖ RN HEC TS Im 
iim Я Ула RO Us. (€ 
йа 设 户 为 质数 ( 则 只 能 被 1 和 它 自身 整除 的 大 于 1 ` 
的 自然 数 ) EARE 
GF(p) = {0,12 ,pO—1} ` 
RAI EXE" 47. "WR. | 
' «+ B ДАУ, Y ap E GFC) 
e-BAY V а,ВЕ GFL) 
其 中 Y, ze f (mod) „Уза (тоар).О<7У,.7,<р, Bl as B 
为 “十 月 被 除 的 余数 ,a* P ETE 被 除 的 余数 ,不 难 证 明 
СЕР. 
特别 ,在 GR(3) 上 的 mod3 加 法 运算 和 莱 法 运算 如 下 : 
Ж.Ш 


由 此 可 见 .GFC3) 关 于 mod3 加 法 运算 和 乘法 运算 构成 域 
95 КЛЕЯ ATER. ^^. 
注意 :每 一 个 数学 概念 都 有 其 适用 范 园 ,如 讨 沦 一 个 矩阵 
是 否 可 六 ,必须 明确 其 元 素 到 自 什么 集合 ,如 设 及 是 交换 环 
"m ni °) Е pere 


А = ацан — ала, Є Б. 


aje 


ERRE | | 
АА = АА = АР, 
MBA A REOR МИЯ, НГ AU € А, А ПИН АТ! 
才 可 由 
Ат = A'A € gU 
给 出 , 亦 即 АЖ орооно РУ A ДЕ R Чен 
3. 
一 般 , 若 AE "уре. Ws 4 为 么 模 阵 。 
设 下 为 一 个 域 ,车 AE Px", д BT 3 d Е РЕЖ detA 
520, ИЕК 4 为 正则 阵 。 
Бш 


4-0 1) 


JE RR «Hr Че А=2, A 是 正则 阵 , 且 


t1 
i: 7 2 Jj 
0 1 


但 将 A 作为 СІН G 38. d T 2 ЖЖ Z ЖЖ йл. A 
FELRE., XR 

2 1 I х2 

| В = (1 ) ez 
de 85=1, Н . 
B-a = ( — Че ежа 

—1 2: 
kk B 茎 是 2*: 中 的 么 模 阵 ,也 是 А RAEN RE, Н.А 
可 逆 的 充 要 条 件 为 det4 天 0”, 这 只 对 城 上 的 矩阵 适用 。 由 此 
可 见 , 明 确 一 个 数学 概念 的 适用 范围 是 十 分 午 要 的 。 

. ` .5- 


$12 线性 空间 的 定义 与 简单 性 质 


Ж НІНЕ ЕНІ С. 
TQ 
2 bug I . 
К-ах- |. r€ R En 
|: ig | 


Саа l z€ Cuc nl 


L<. 
中 ,关于 向 量 的 加 法 运算 , 数 与 向 量 的 乘法 运算 所 具有 的 性 
олы Л" СУАН РЕНА ЖЕ 
HEA Ausus 0 АЕ 98037 3 НИ E k i RE tos НҢ 
相应 的 性 质 。 固 此 .有 必要 对 具有 此 类 特性 的 集合 的 共性 作 进 
一 步 研究 。 为 此 我 们 引进 线性 空间 的 概念， 并 在 本 节 讨论 它 的 
ая. . - 
”定义 1 ТЕТЕ V 与 域 下 РАВ ия 
域 下 上 的 线性 空间 或 向 量 室 间 (并 记 为 VCF))。 
DEV 中 定义 了 一 个 加 纹 运 算 , 记 为 “十 ”, 即 对 任意 的 
xy € V ЖИЕ — ЕН x »cV. E v X TZ T+ bia ЕЯ 
成 加 法 群 ; | 
ӘЖЕ 与 集合 у>. 定义 一 AEREN, 对 任意 的 
a€ Foxit V, 有 隆 一 -确定 的 
иси Clg 0 ФАЗ е Vc 


deQx)—(aByx . ҰҮс.де F.V =€ V 
全 对 于 域 F 的 单位 区 1.4 
jx — x VxcV 
ЗРЯ; 
ах Ну) 一 ax “іе ом voc Еу xp cV 
(à + Вх = ах + Вх уаде хет 

біп иа НГ ЕНТ. Азы е Б 
КЕ Жн," 是 复数 域 C аав Еа, 

"KC RB ЕН dA К rh sz 与 КУАН 
өсін. 构成 线 往 空 间 : 

数 域 下 上 所 有 多 项 式 的 集合 Рох), ЕР EOS ИЕ 
ің. F PIRS PUO ost ЛЕН НІЛ 
TEEI | 

IX [i] Ca :的 上 的 连续 函数 集合 (ae 是 两 个 国定 的 实数 ) ， 
РЕ И, л LOPÉ УОЙ St PL SEI 
线性 空间 。 | 

fia ВЕ 

R= {aja > Оа ER? 
对 куяк". ZEE 
а В ab V a.b € K+ (1) 


男 处 再 规定 КНУ Аита Н e "， 
A. a AA d YAE Rec R ИЄ: 
那么 集合 куд R БАЕ аар, 0:005 0077 


证 >. Ж 270.570, або, 所 以 «+в= ае 
R'.H oH | 
аЬ а = ьа b+ a 
ағы кеса + c = abe = a + (> + O) ` 

-7e 


V a,b,c € RY 
在 只 + 中 存在 唯一 的 “十 ВЕУ Ж 1; 使 得 
а+1=1а=ш=а Үлек” 
LEF аЄ R*Bi.a0, i Lo Le R* H v 


a+ = 1 фа= tas] уає А+ 
а а а 


КШ, 
其 次 ,由 于 Е R* , E PE 
. | $70 VACR,VacR* 
ЖКАзача E R+, HIEN 
д, (и +a) = Ca^ = a^ = (Ару + a 
уде R.V a € Rt 
RIERA 
а-а  Va€R*. 
H | 
А: (a + 5) = А + (ab) = (aby! — al^ = Аза + A+ b. 
уде Е.Уа,ве R* 
CA H- и) * a = a = па = а + о = А +а + неа 
| VA, E R,V a € Rt 
所 以 R 是 域 尺 上 的 线性 空间 (对 于 斯 规定 的 如 法 运算 与 数 
жая». | | 

注意 :现行 空间 Vt 站 与 域 f 有 密切 关系 ,例如 ,R* 是 域 
只 上 的 线性 空间 ,但 R' ЖЕЯС 上 的 线性 空间 。 

和 由 于 线性 空间 VCF) 也 可 称 为 “向 量 空间 ”, 故 VCF3 的 元 
RETRA p EU L3 К.Е R ER C" 的 元 罕 相 比 .这 里 的 “向 
量 " 是 广义 的 向 量 , 今 后 不 各 说 明 , 而 应 作 这 样 的 理解 。xE€ 

- В» 


УСЕОНИОЯ- x Lu х 的 道 向 最 ,并 可 由 此 定义 
V( 下 ) 中 向 量 之 辣 的 “减法 运算 ”为 
ху Ах (у) Уху Є УР) 

线性 空间 具有 以 下 简单 性 质 : 

性 质 1 AAR VOMIR DR PIE — s TCR PE — , 

FEE Я 8,0, 15329 V GO BS ETUR ЙІ 

| B, = 8, + B, = 8, +9, = 8, 
НК. xoa EDS СУС) ЈЕ 0 N V СЕ 


дж, 
x, = м + B == x, + (x + x,) = (xy + x) + x; 
= Эх. = x, 
性 质 2 YEa.0.—1.1€ Ғ.х.--х.ВЕРУ(РУ».ШЦ 
a)0x-—B | 
фуб—-1)х:=—х 
суад == 0 
ау ax= B, Ш] a— 0 ut х= 9. 
事实 上 ,因为 
x + Ох = 1х + 9х = (1 + 0х 
: = Іх = x 
к 
0х = 8 
因为 
x + (— Dx = lx+ С l s (1 — 1) 
— Ох = 8 
故 
- (— 12x =— x 
因为 


aD == а(х — кізе ам — ах C 


= {т — aje = Ох = Ө ` 


ab == 6 
Фрак 再 xze 则 
х - lx =: (Лала .. ! ‘аху 
а i 
— 1-0 
т 


тасыса ЖОШ ВХ aseo 5х8 Душ ПЕРИ s. 
$1.3 线性 空间 的 基 
在 R" 中 有 了 向 量 的 坐标 表示 式 后 ,对 于 理论 分 析 和 实际 
应 用 都 十 分 方便 。 为 此 ,本 节 将 R" dU ХЕ, КЕП АЕ Fn E 
念 推广 到 一 般 线性 空间 中 来 。 首 先 需要 定义 УСЕ) Ж 
的 线性 相关 性 等 基本 概念 。 
定义 证 Б лЄУ(Р) аР, ә, МАК 
x == ах + ax, Ее” 十 ах, | 
= Зах (x € УСЕ)? 49 
BIOS x 用 oso oes 线性 表示 ,或 称 > 是 mx wn 的 线 
性 组 合 ， 
EX 2 УСА E xoxo xs 所 组 成 的 向 基 组 


Cx xo t О ВАНО К). IS YE TES НН се 
F.i€ m.fii | : 


Xax 8 (2) 
i=] 


ЛІГІН 
. 10. 


a0 i = т 
Wi. ORAL, 
与 各 类似: 在 УСЕН. КУЙ ШЙ ЛЕМ. 
命题 1 之? VP Т Cwr ean RE 
丰 关 的 充 要 条 伟 为 ,其 中 必 有 向 量 , 它 可 申 组 中 其 余 向 草 线性 
表示 。 
命题 2 X VOD hi REG AJ AE- FÉ FE SEHE. MI 
该 向 量 组 也 线性 相关 。 
2 等 价 的 有 下 命题 。 
命题 3 Жу аны MHE- TRE 
组 也 线性 无 关 。- 
定义 3 REZE V hag И Ga eser an 
УСО ЗЕРНА RE, 48 
мм, = БЕН ЖЕН ; 
БУРЕ шыны 
ER. mE 
线性 空间 V CF) E] ETE EE SB Ges oae rn DUE ЕАУ 
数 *, 称 为 了 (F) 的 维 数 , 记 为 | 
dimV(F) = n 
并 称 Y(E) 为 上 维 线性 空间 ,可 简 记 为 VCF) ЕЗ ETSI 
s€ Z+ (Zt GRIESEBRO Ж V (F YHPES TEE пе 
关 的 向 量 , 则 称 И С ЭЕ ЯВАВ На Е], H 23 MER AERE 
空间 的 维 数 是 0。 
04 м, НО У, CF МЕ, ЯФ € 
VCF). EB а | 


х = Хау e; Є Емен 
i=l 


* 11 + 


中 的 Uy... ttn Es RARE х XC 3x (Xp x 24 
fli ЖЕ Е" 中 ,向 量 组 | 


1 0 0 

0 1 0 

e= 0 |6 = | 0|, e = |: 

: o 

4) о 1 

是 线性 无 关 的 , 它 是 К" 的 基 , 容 易 验 证 向 量 组 

11. 0 0 
1 1 о 
e = lLlj.e-ilj|.e = | 
: 0 
1 1 1 


也 是 线性 无 美的 , 帮 它 也 是 R* ВЕ, ВНР, 5 [АЈА 3 
不 唯一 。 - 

12 车 用 记号 Рс, ЖКК ИКТ оа 
fr. ЭШЕ mE | 
l.x.2).-.4705 

Æ Prl ПЕ, E ОЕ PG. Н. 
Ус = a, + a,z + ад? + е, 4 а, ух" 
Wil as ai as taa dE РС) ЭСТРА СІ, хул, z" ОНА 
ps XER | 
Cr a) (ха), Cr — 20". 
№ PUO, ВУЗЕ, Нин а ӘЖЕ 中 常数 ， 则 由 泰勒 (Taylor) 公 
жж 


fG) = Fla) + Р (а) (с a) + {07 го 


(r су + 
. 12... 


Же? (ау 


+ = D; 070r А 
(n—12 
& PG) ғал us D E ГС РЕ, Go 
a). (r>a), ағам 的 坐标 。 


注意 nn 站 次 多 项 式 集合 ;关于 光 项 式 的 加 法 运算 数 | 
5 ФПИ РЕ ЕТЕ m ЕТЕ aS IUS , 
在 线性 空间 中 ,了 元素 的 坐标 由 基 唯 一 确定 , 当 基 改变 时 ， 
其 举 款 将 随 之 政变 ,如 果 Y.CF) 的 两 个 基 之 阁 的 鞠 系 已 知 , 如 
ІЗІН ДЕЙ V,(P2 的 元 素 关 于 这 两 个 基 的 坐标 之 间 的 关系 ? 
Т Га, ss. бе eE JAT Са, en ome 9 УяСРУ А ЖЕ. B 
& = anf Жала + + алё, 
Er = ао 十 ао»; - t + аё, 


(3) 
E, = а.“ 十 23.6 + Tt T [M 
жа 
Пір 812 Gi. 
A= азу 0: аж 
a us а " 
Wi (3535 aj 38 28 
C ёро) = (6, 6 EA (4) 
% . 
ё, є 
Б Ey 
аА (5) 
| : : 
Е Е, 


* 13 • 


` нет А ФЕН Се +62. б, ЕЛЖ ЕСЕ sE a ,6 的 过 


渡 矩 阵 或 基 变 换 矩 阵 , 它 是 正则 的 。 
ИЕ Се 667. ВЕСЫ (ss. „Е VY 的 两 个 


Ж.Н 


Се ағы аб J — LE 2 А 


dPxCV.IGO A 
I м ору а, cb бє + E, 


ығ = a" ejt H- AP + e. 十 e, E, (65 


: А Ей 


Ge а. 
[= А; (7 
а, а,” 


d Вы 
E : (8) 


* 14 


il 

ч 
т 
" 
Eu 
т 
у 


FF H SE ВЕ НЕ. —TE.SHUTROO. Y A 可 道 , 故 也 可 得 人 8) 
3X. 

СНЕ св) йа ЖЗА ЖЕ EE CL ЖИН. * 关于 两 个 基 
的 坐标 之 间 的 关系 式 。 | 

例 3 Я еее" ре, ДН 5 R" ВАА 

А DF x€ R" H 
x = ауе, + ще. 十 … ое. 
= a'e + aves +. + a, е, 


ЖН ВЕ АЯ ХРЕН НИ, 


ж 显然 有 
1 о Ü 
De, .ю„' ELT MN = Се, 8. 6, | : > : 
: 0 
1 1 


ВЕ ЯН EE 


i I5 


1 0 0 
А = `. : 
} 9 
1 * 1 
容易 求 得 
1-0 0 
-1 ^, 
4 一 | 0 Cn E 
;: 074 75 . 9 
o + 0 —1 1 
代入 (8) 式 有 | 
а) = ору = о, — Qn! = а; — бус, 


' = -一 
а, = w, Gi 


ба Ве R 上 的 mn 维 线性 空间 。 因 为 车 令 
i . E; = Ceu” их, i Ë € m, 3.1 е я 
其 中 - 
0 RE. 
易 证 Е. СЕ m, j€ mjJ& R “中 的 一 个 基 , 设 


ап 05 аһ 
| 8m аз 77 аһ 
А- € RU 


| Lam Hm 

则 : 

a= $35, 

| Та СЄ т.јЄпУћА ХУЖЕ ет, ЕР. 
„16+ 


8 1. 4 线性 子 空间 


”线性 齐 次 方程 组 
| Ах = B АЕ R", x E Е" 
ёз ELS A De UL AE er E: R° 的 于 集 , 它 关于 R" 的 加 法 运算 
BEREA НИЕ ЕН], P (z), E PORT CXF 
多 项 式 的 加 法 运算 , 数 与 多 项 式 的 乘法 运算 也 构成 线性 空间 。 
线性 空间 的 子 集 ,其 本 身 在 原 线性 空间 的 加 法 运算 与 数 情 运 
ЯСЕ , 仍 梅 成 线性 空间 的 这 一 特性 是 十 分 重要 的 , 它 对 于 深入 
认识 线性 空间 的 性 质 .线性 空间 的 分 解 与 构造 都 是 必 不 可 少 
Bg. ` К | 
定义 1 若 线 性 空间 VCF) 的 非 空 子 集 钱 关于 VCF) 中 
的 加 法 运算 与 数 履 运算 也 构成 线性 空间 , 则 称 W 为 VCF) 的 
线性 子 空间 ,简称 子 空间 , 记 为 WW(F)， 
例 1 БАТ 


关于 R" 中 向 量 的 如 法 运算 及 数 与 向 量 的 彝 法 运算 构成 线 竹 
ЖН]. SCR) 是 R7 的 线性 子 空间 , 且 不 难 征 明 
dinSCR) = n — 1- 

例 2 RCC.Hgm 3 C' ж ЗІН R ЖЕ С" 
КЕ =н], A R° 与 C" RARE ЇН] B CC 163. 

VETRO BEER BU ЛИН VER F L 
的 等 维 线性 子 空间 ， HEES V OOBSSEAESSIS V CE) 8 

.47. 


ibd VOOmIET- 5 IB) , V GO Bi PA КЕНЕ T SERI 
称 为 VCF)? 的 平凡 子 空间 . 除 此 以 外 ,PCF) 的 其 它 线性 子 空间 
称 为 V (FF) 的 非 平 凡 子 空间 。 又 VF}) 中 除 夫 自 同 以 外 的 其 它 
TE], TEL VOOSIECE SU S. СЕНІ VOOR 
аут. 
‚ КЕ VCFORS — 个 子 集 为 其 线性 - TER Я НЕ 
子 集 关于 V CBS mis SUDORE H D BU DL. 
ФЗ Ws xix S УСЕУ НЯ, ВЕ. 
О (|== аш, € F. € r) 
为 "RM 并 称 它 为 VOD Gs. xe, x ERU 
TRA 7229. o | .. 
. T = spana ce P Е - 
Оле `. xJ AJ V (的 一 Гн. кахан 


эса кар dh Et € FT ТІРІ Exis 
2.77” T. 29 ЕЕ гапа tAr Ado 


线性 于 空间 有 以 下 性 质 : 
定理 设 ЖЕ uer, B 
dim span(x,.x;,-.*,) = rankCs, s, x, с 


证 不 失 一 般 福 , 设 NL 
此 3 的 一 个 设 大 无 关 组 , 则 E 
rank(x,.x,,-5,2,] = m c 
ВЕЖ xEspanCe xn х3, ei Fiir lE 
x= Фаня P + 5 ах; 


je ` £ a 


= Жаз + 5 “EA 


кті жі k=1 
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= Za + > 4,8) " 
由 此 可 知 , 癌 量 组 [vi м. S spana ag 5 的 一 个 
ж.н 
dim spanixi xs. б уд} = m 
Вау. ЧЕ, 
H ox В урну, x) A V СЕРА ТРЕ 
H. I Hox WJ 4 e] ОН rh BJ (E — Pa] Bi EJ ap Hj 33 T8) Bi S Ex PE 
表 尔 . 则 称 这 两 个 向 量 组 是 等 价 的 . 
定理 2 spanfai sa әм) рапсу, ys *** ‚у, ВУ TRUE 
ЖЕЗ ІЗІНЕ Ga оо Бут зу УЛЕЙ, 

XE 必要 性 ; 设 span бау, ama 7. x, J = span Куу, уз, tto 
Ул. WEE x. Срапа. aJ. € r,# x € spanCyi ys 
ey BI xor E raf Hi уулу». sss y, ВЕРЕ. BEA HE y; 
J€ suf mowo os PRE E В Oeo E n ys. 
eey JAT: | 

ЖЕТЕ ВОЕН ЯН On exse зл rst o0 ЗЕЙ LUN 


м = Xe», Er 
ju 
于 是 当 хе рапа, exe. x] 时 ,有 
х = FAx = DAE ny) . 
i-i iq Pd 


n 
一 УСУ, ару, 
Pap oed 
ÉX x€spanlyis ys JA S 
spaüníx .x:.-*,*5,] СО арапГу, SS 


岗 理 可 证 


зрапСу, yz] C span Lx xe. x3 

于 是 зрапСх axo xd —spanyisyzsoo i»; 

定理 3 ШИ. СЯ VICEM ЗІН. x, exo tto xS 2E 
全 (FE) 的 一 个 基 , 则 这 个 基 定 可 扩充 为 Yo) 的 基 , 即 在 
VC) 中 一 定 能 找到 这 样 的 п-т 个 向量 ua xao ttt 
е дуохо хы ужыт у^, Ух, ЖЕ ИСЕ E a 

此 定理 简称 为 基 的 扩充 定 建 。 

UE. ЕЕ 上 一 六 ,用 数学 归纳 法 证 。 

YE n—m-—9,.Bl пет, E FE АНА; 

dÉ n—m— &2-0 ЗЕН ШЕН п —m==k--1 ЕЕ 
Hon. Ф024 а—т=Ё-Е1 хо, ЮЛЕ У СКН, B 
在 V,(F) 中 至 少 有 一 个 向 量 不 能 被 xs、… .x 线性 表示 ， 
不 妨 设 此 向 量 为 хн F JE IF] Ж Сал $Xp 1X Жылу ИЙРЕ ZR 
性 元 关 ， 由 定理 一 知 

dim вра (х, . Ханн) — m + 1 

又 国 此 时 "一 (mm 十 1 一 (一 一 1 一 上 十 1 一 1 一 上 , 故 由 归纳 
法 假设 知 :, 子 室 间 span Cis xs nou Ха HJ E ха, ха, "ңе, 
ха Д AEA VCORE. RE Wa CO AGEE xi .xs 
x, H| ELI 7529 VNDE. | 

TF BDE 18) 2 Ју Я”, 并 由 此 讨论 子 空间 之 间 
的 关系 。 

定义 2 RUMS ИОН НЕ] VRF 
м], 23 

ОЕ) П WCF) = {|х Е Ц НхЕ WEF)? 
A US WGORI LER 
ССРУ + WF) = (xix = и нЕ U (F, wE WF») 
X [CE 与 WCF) 的 和 ;特别 , 当 U CO YW QD = (OY Bd #1 
* 20. 


ССЕУ)-НУСЕУЖОУ ИС ИС, 25 D£ ЗІ W. , ЕГП 
记 为 ССРУФМ СР). | | | 

注意 :这 里 子 空间 的 交 与 集合 的 交 的 概念 是 一 致 的 ,但 子 
空间 的 和 与 集合 的 并 的 概念 是 不 一 致 的 。 = 

例 4 ЖЕЗ. ЕН ГЕНІН СК) 2) zy МЕ, WDA 
zz 坐标 面 , 则 

UCR) N WR) = <= Jl 
UCR) БСВ) = Rš 

UCR) U WCR) = (xy ЖЕЎИШ ex Eta EB). 

定理 4 Я ОСБ W (F)Ej МЕ SE HJ TCR) 的 子 空 
Ш.Л UUO NWS UCEO-W СУ УС ЗА, 

这 个 定理 的 证 明 贸 给 读者 自己 练习 。 

子 空 间 的 运算 * 交 ”与 “和 ”, 易 证 其 各 自 的 交换 律 与 结合 
律 均 成 立 , 但 “ 交 ” 与 “和 ”构成 的 “分 配 律 "一 般 不 成 立 ，。 

Bis RER H,» o 是 两 个 线性 无 关 的 向 量 , 令 

© = span(x,J.S = spanCx,J. Т = span(x, + xs) 
Ju 

QN +7) о П =Q 
ӘП 55 + CQ П) = (0) + {8} = (8) 
而 此 可 见 i 

ОГ) (S + T) (ОГ S) + ФПГ 

定理 5 № ОСБ ИС ТЕ УР 
间 , 则 下 列 诸 条 件 等 价 ; 

СЕНЕ 

DEUNAW MA kE ; 

CMS aanta Ж UCORE yy ea Ж WOR 
基 , 则 an eyy uv ЖУСЕУ-НУ(РУ | 

: * 21 • 


Ddim CF) +W CF Y —dimU CF) 4-dimW CF), 

证 а) >). U CF)+W(F)=U(F)@DW (F), Wi 
UG) ПИР СР) = (0) 3 z€ UC) FW GOMERA CR PE-- 
Big | | 

z= x+ y = x + y' хх € У ux е WF» 

B xx САМ уту). РЯ | 
8-6 и = х м = у — y € ОР) ПС) 
xxfg UCFO WF) — (8 B nx DE 

b)o.m PR DAT EWG spana E 

yd Я ЖЕН RE хі. ewe yoyr y, 线性 无 关 ， 
5n. 出 存在 ER， БЕК: RAM. " 
C xaxa "s. asa + Сусуз y 5 = B 
TE өя ЖЫЗ. ңәжт». 8 свт 
=>. 

ФУ=>»а), БІЛЕ, М НОЕ OW СЕО {8}, НЕ g u 

ЕР ПИР, 8 RERET а, „ЄРМЄК € s 使 得 


и = Хах - 一 Хо», 


T xxi sette, анне. 所 以 
dim(U (F> + WCF) < r+ s = dimU (F) + dimW CF) 
与 dy ВА UCFYYYWGOGO- (03.80 а). ` 
定理 6 设 UCF) 与 WLF) 均 为 线性 空间 Vni p= 
dimt (F) dimW CF) = ‚ тасос. + СЕ ». 
‚+ dim&U CF) ñ Won» 
这 个 定理 称 为 子 空间 的 维 数 定理 。 суза, 
证 аа) = г, дни (F) == s. H. xis xem xs 为 
ULO fYW CFORS AE: B ОСЕ ИСР SI U (РБ 
. 22. 


WCORBC- 25 18], КІН ЖЕНУ) ЖЕНЕ, ПІН А. Aa {Г 
ЗЕ ЖИРОВ 
ЖА е Қы бақы, 
及 СЕНЕ 
AR 
НЕ 
Чи (Ку ИСК = r + s — тш 
ELFE p CRY == span Caya xs nt x Баре 
БЕЛЕ а 
Et LUE m] ВЕ ЕН 
A.A... бмр f Тт, (2) 
КТА. AE. Н а 
арх + ок, 1 Bussi doe BE. 
十 Point 十 十 rn 一 日 (3) 


> 


H = ex, cbr Рам, d BLUES + + BE 
一 一 faga. — coc қ, (4) 
Ж ШОРУН че WE. Р нЕ СРП СЕ ҰЯ 
ш == бұл + Ox + Ox, 
代入 (4) 式 有 
ixi + Osa F бл F raana Ке + кл, = 0 
由 于 хі ыла. Залы Па, т эт. ETELE #0 
дү = ĝ, = “б = б = Fpp = өө = r, = 0 
将 些 结果 代入 533 式 得 
eux cb аза” 十 aux, на + e + RE 8 
. 23. 


及 由 于 xp exeo ро. ВЕРХ 
e 一 аз = = = d, 一 Вы = "= = Ё. = 0 
ЕЗ To] ER CO RRETARA. 
Жж RUM DEREZ V CFO RS P ЫҢ, М 
一 定 存在 了 TCF 的 另 一 个 空间 W (F) ,使 得 
V(F) = UCF) ФСЕ 
证 明 留 给 读者 自己 练习 。 
ЕЕ НН ЖЕРЕ ЖЕН] УП, ВНА 
分 解 不 是 唯一 的 。. 


$1.5 线性 映射 与 线性 变换 


为 了 研究 线性 空间 之 间 的 关系 ,引进 线性 映射 的 概念 ,而 
线性 变换 是 线性 映射 的 一 特例 , 它 是 很 有 用 的 。 | 

定义 1 E M E M SIN AES EAT z€ М,Ш Ж 
根据 某 种 法 则 о, ТЕ 4 中 有 唯一 确定 的 二 与 之 对 应 ,那么 称 v 
为 由 MA M' 的 一 个 映射 。 记 为 


s, M — М 
或 

сбх) = х 
ЮЕ Ш z ZE = FEE. 


例 1 ш у= (әйе XE (a bD. HRA Ce 23, 
则 FC УШУЫ ЖГа.ы И Cc 208 — RARE; | 
СА) —det A. AER”, W а КЕ R й) — 
TRE; 


ое) =* aG чэ, 


жна 
424. 


= fF (х)) 


Ferl = i en E Ск) 存在 } 
ЕЛЕ 


r 
Е' т] = Ше (г) = ЧР fy е FG) 


ТЯ. 

定义 2 ШУ ICE 是 商 个 线性 空间 :oa E H V (F) 
到 иск) — К, H 

а(х + у) = а(х) + oky) V x.y £ VO 
G(Ax) = Ає(ж) уде Б.у xcViF» 

风 称 映射 o 为 由 YCF) 到 WCF) 的 线性 映射 ;特别 ,车 还 有 
СССР», ЕВЕ: = 75 V (F5 ЕЗ ЖЕЗ. 

在 例 1 中 ,sc4) 一 detA 不 是 线性 瞎 射 :oC Ску = PO 
是 线性 映射 , 邵 果 将 FCrJ 近 为 PCr, 网 otf(z)) 是 PCr 上 
的 线性 变换 ; 当 АБД”, хе 时, Ах R" BJ ЕЕТЕЛЕ а 
等 变换 002) х EREE: ЗА Ох) = ПЕК, 

ВЕРНЫЕ, 

定理 1 Же. (Ку КЕУДЕ. 

a) o(80)—8 , Hoo 5 8 ¿y pJ V CF) UCFOBSAEGE 


b g(—x)= — gix) У xCVCF); 
с) а«ЖЕУСКЕУНИЕ ЧЕ ТЕЛЕ еН E 8T 35 U'CFOrBBgeETETH 
Xil. 
di УСЕ VDA TEM GE 
| ЕН ЄСВ) © 
Jj оси, РУ U СР, Н. 


А © РОЯ z ВУИ ІРУ e BS RR [8] ic 
ma ғ А 7 А 


„25. 


dimak (Fp < dimU CF? 
定理 2 ИН а: V(U СЄ ту Ж р: 
U (FW (F, BN 


а= ХА; АЄ Е, Є т 


ВЕНУ У СРУБ U СРВ. П) 
Ec, Є т 

Жан ИСК WORSE РЕВЕ, 

定理 3 Ма (SUU 3826 EBR 3 W ОРУ БМ, (ЕУ 
是 VCD 的 子 空间 , 则 

ay e(WCE) + W CF) = (ИСЭ) + s(WACE)) 

b) аи РУ (0 WED C «(АЛЕ (Y вц ЕУ 

以 上 三 个 定理 的 证 肯 小 。 О 

W2? EVM SR К Н 


100 
s= A= ( B 
оо 


ИЕ = span[ ( J] ,WF) = span (20 
是 ВТ së B] , в 
WEP f) WO» = {9} 
"ë 
АСУСҒУ N AG?) = ACD = (0) 


m 


АСАУ (РУУ = EIN] = АПУ (Е) > 


Аға 
АСЕ» 7) WED x AWE Пр АСИ, СР? 
265 


定理 4 ИУ, (РУ, ЕЕ ве, ,5 为 
У С АЈА, М] 
a) Æ aV, OSV FA B НЕ, Н o, (=) = 
dae) п. oe; 
^» НЕ Ag F, f 
8E, , E, t E) = (ELE nS E.) A 
并 称 4 НЕЕ с ТЕЗЕ 5 6 下 的 矩阵 ; 
с) HEE EVO EU abc FPE 
x = (EEst EA 
@(ж) = (Ej. 84,77 n ELD 
ШІ. 
$ = Аа . 
d) (De(V,CF)) —spant(s(&) обе) er 9) 
@dim[e (V, CF))J rank А 
Sdim (V, (E) >) dimKerto) —n 
其 中 Ker(o) = (x | ох) —8, x € V, CF) СИ (ЕЖУ, G) 
在 线性 映射 = 下 的 核 或 化 零 空间 。 
ЧЕ BERE XCV.OO.H 


x = 0,8, + 0:8. + 和 + e E, 


则 由 
аса) = азе) = a.d (E) H- +++ + ав (Е) 
= aC) 十 оза, D + --- + aud (6) 
zx) 
9] 


. @ = c 
Bx обе) = (Е.Е, E.M; q; C F',i€n.NHK 
| .97» 


А = (a.d. t TA 
则 有 
O(E, Es n ED — QE S Er tm ‚А 


X. Hi 8S js SE — EAD А 唯一; 


OBS 
аба) = TOE .£,. ЭГ! 
= (s(£ £5," .6,)Ja 
= (6. E. Е.) Аа 
= {Е.В ` 
上 由 坐标 的 唯一 性 有 
. b = Аа 
афа 
ОНОЯ 51.4 定理 1 知 


dimCecV,CF))) == rank (alë ).o(6,9. а CE) ) 
УН & 6e, 是 VCF) 的 基 , 则 
ОЕ, Е, r6) = CEs batt A 
ЖЧ A Н обв) .обе) en обе P RR AS b ELE. E CELO 
rankLo(£).0(62.-.0(6,)) = rankA 
页 
dimze(V,CF))3 = rankA 
GE dim СКег (02) 二 Fi ,Ea PL 为 Ker Cao Ж.Н 
于 Keri V.CFYMBCT ІН A nf ЕҢ KerCoORIAE s.a. e. 
E D ЗЕ s.s... gu s.s ЖЕТЕР: ЖЕ 
ӘКЕ) = spantE 4.8 pprt’ E 7) 
于 是 
VCF) = Kerla) В ССРУ 
.28. 


ЕТ әсе y= p. C K D, 
ӨСУ, СОҒУ) = spante(t ) aCe ),-- (6, УЛ 
== врат Сесе", ) .ote ad, oCE, )) 


Ark o a (з) (a AXE. 


2 be(y)-—0 Ё, € P.j= r+ 1. н 


ДЕ 
有 > 
ес > АЕ; == Й 

ғат 

于 是 У ену € Кегбез. Ж 
Per-d 
У, à === УЕ ВЕКЕ ғ 
ӛту n 1—1 


А-2, Гек. М ЕСА 
а = = B 


HT e 6 ,ee 是 VV (83. 所 以 
Ё, = 0 гел 
ЖК eCe coo uum обе, 线性 无 关 , 因 此 
Чит Са (и СЭЗ = n — = 
于 是 
dimte(V,(F))3 + duimKer(s5 = y 

же É А = (ма: EE Е, R CA -Span La. 

анна, It LETIN CAJ = Да х8. E"). u 
dimR 1) = rank А 
dim RCA dim AA я 
注意 ;不 能 出 
. 29. 


dim(e(V,C(F5)) + dimKer(e) = п 
就 认为 
И.Р) = о<У,(Ғу) Ф Кег(о) 
Вз 在 ” 维 线性 空间 PC), 中 ,定义 线性 变换 


eG» = MIB fen € раз, 


显然 lP d= PCr s Keri = Pern ME 
в(Р(х).) + Kerle) = PO, 2 PU, 
#4 аду А, АЄ R”, R а ДЕ RRE 


1 0 q9 1 оо 0 
a= (0 0:6 = (0 Jes 4-0 


ТЕРЕ аптек), 
я ях 
ale) = a,” = 16, + 06, + 06, + ОЕ, 
1 


一 (Е, «E; „Ез Е, D 0 


о 


9 

ICE) = ЕТ = g, = (EE, TIER 1 

0 

MEN 1 
ас) = E. = E, = (E. E, E, 6,) 

0 

0 


сп * 


1 


ae, 一 e," = É, = (Е «65 £5 rs) 


ооо 


故 有 
10 0 9 
о 0 10 
SLE s Ez, Е.) = CE sE, EzE) 0100 
0 00 1 
Hi o EHE € es esu, КММ 
100 O 
B- 0 0 1 O 
0 1 0 0 
0 0 0 I1 


显然 rankB —4, FEHEM 4 的 DOR 
| dime (R?*7) = rankB = 4 
815 W 1 zzz， xr РС), НУ, ВРЕТ 


eG = РӘ. уау € pps, 
Жоо EME lerse, e, aT Еюшш dim (ә Ра, Y), 
& 因为. 
0 
0 


29D = 0 = (rr | 0 


*3l* 


Mh amete ланы dmn eae „О, 


1 
0 
alr) = | = (lz, snr" 0 
0 
0 
2 


alr) = 2r = (lz, e TO 0 


© ә” 


ELT) = Co Dan? = Quern) 


于 是 


ӨСІ. г, И) 


— а ғ.а? .х... eri 


0 


Bl s 在 基 1.2.5.0 л, FAJE ВЕЗУ 
432. 


И 


ан © 
* == 
© 
+ 
H 
* 


Ші ses ала 
H 
с 


ШК тапқА-н-1.М 
Фіто РСЕ), =a — E 
定理 5 Зее, 与 Eo 为 V.CFYB5PESA- 
基 .o AVRET. H 
ОСЕ Es n EQ) = CEE a EDA 
ALE, , E „56, = CR VES atte В 
Се’ $6 te) = CEs Es Е.Г 
则 
B = TOAT 
Bü B iç АЯҒЫМ, 
证 因为 | 
BCE +É, IE) = (E LES 26, B 
= (ЕНУГЕ 
5-— iii 
SE HE, oe!) == ОЕ, LES n EDT 
= Гову sE EDT. = (EVE EY АТ 
于 是 
АТ-ТВ 
BERT ара. 
B = TUAT 
Я i 
: . 33 + 


1 0 0 9 
о 1 0 _ 0 
É, = 2 „Е = 0 ‚Е = 1 ‚Е: = 0 
1 1 1 18. 
1 1 1 1 
рор 0 , |0 
Е 0 一 3 .Е = 1 +#{ = : 
0 0 0 1 . 
Я R HATE. ARER 24 
E 1 
ala) = i aale) = | | ” 
ШЕ і 
0 0 
1 


1 
TCE) = 1 TIC = 


= = O = 
— . 


. 1 
Жо а ве. КИН, 
ы шн 
CE .&' 5 6, = (6.66. EDT 


将 两 个 基 代 入 得 | | EP 


设 
СЕ," E, ATAS) - (&' ЗУ: 
. 34 • 


Ж-а + эз эб, JE об Убе аи } 代 入 得 
3 2 1 一 二 


设 
` g LE sÉ, Ézs E) = e TA EI 
由 定理 5 有 
1 0 D 0 
д = твт |9 —] —1 —1 
. i —1 2 1 
1 0 1 
51.6 Ені 
设 Е, "+ 是 V.,(F843E.x C V. (Fy# 
a, 
> 
Xo (= „Е: tt ES) . 
2. 
于 是 хе VM а== (о, КАТЫ Е" 一 一 对 应 。 
B, 
B; » 
ХОЯ y = lher En b= Eee МЕК ЖЕЗ) 
B. 


xy € V,CEYSBL aac b€ Е”. A EV, (РММ a € Fe F. 
因此 有 可 能 将 VOMIR у F". 的 相应 问题 来 讨论 ,这 
”就 是 同 构 的 概念 。 

„35+ 


ЖМ Ножны, А. 
азау „(Ер =Ш„(Е) 
P xax СУ, СР) сбх) 2a) . Jl 
BREZ ka МУ, СРУБ ОСЕНИ — P F| 898 
-V(O S U. (FZ B] 3] EX gi xr — ЕЕ. W| SK 
V.C?) 53 Un СЕУ ebd ВЈ TER [B] . У, СБОИ, (FE) 
38. 
біз V.co5r nm. | 
Ж VG. nc 60 У, СРО х= (e.g r ва, 
асғ.ны | 
| I : a(x) = a 
e Ed У, СР Е" 5 ТЕШЕ. i ELE E TUR AT EE VCF) 
与 F" 同 构 。 
此 例 表 明 . 即 使 Vt 可 以 代表 不 同 的 线性 空间 .其 元 素 
可 能 很 不 相同 ,但 利用 同 构 关系 ,都 可 将 Fe[E 的 问题 转化 到 
F" 的 相应 何 杆 来 讨论 ,可 以 说 在 同 构 意 义 下 ,Vs,(F) 与 F 的 
相应 问题 在 本 质 上 是 一 嵌 的 ,而 F^ 的 何 题 是 具 体 的 。 上 和 节 定 
BÉ 4)a) 色 的 证 明 , 正 是 利用 了 V.COO Е" НХ. Ж, 
定理 ”线性 空间 六 ,CF) 与 UC) 同 构 的 充 要 条 件 汶 二 
证 ЕН VOOS U. UOR. ШЕ У. СР) Ы 
U.,CF) ll fzik ВЕ ЯЯ о Са, в, 88 VLCFMS 36. Ж 
知 
UnC F) --врап(о(в2.а(ө,).,а(6,02 
BE 2 o " 
COLE), 9(Е), EI = B. ac Е" 
Ф 36 - 


Ев Жж И.С 
ӨССЕ; Eo Ea == 0; 
由 于 o ДЕН] ME 
(6 ,£ 777 E, a = 8, 
Жет б, E УРОН, МУ a 9600 为 F" ПЖ. 
Hl ов ате), СЭР T< ЗЕН: 
dimU, = 4&(— m) 
充分 性 : 设 n m. Н жес Ej ntm e ЖЖ 
УЕ» САҒИ, $ 
x = (Е.Е, x € F" 
сбх) = (ви, 56 ys 
易 证 5s 是 由 ЖҮЗЕ U, GFRS BIB BREST. АХ VC F) 5 ULF) 
同 构 。 | 
例 2 B AER WFE SCRE 与 САУЫР ев 
RCA) = spanta, d; 7.0, 
А = (um e а.) екен 
证 B rankAcr.DÜü gi TEES 4 的 推论 有 
dimRCA) = r 
дипКег(о) = dimN(A) = n — ғ 
В оС) Ах,хЕ К", ЕНЕ ЕГЕН S. 
В" = 5 Ф МСА? 
 BrFdimS-—zd4ES5RGOBH. 


81.7 3E 


在 VCF) 的 子 空间 中 ,不 变 子 空间 是 一 类 特别 有 用 的 子 
空间 ,下 面 作答 要 介绍 。 
ЕМ 设 a 基 线性 空间 V(F) 的 线性 变换 , H U (FE 
. 37 ` 


УСК, Ж CU CFYJCCU CF ШИ U (FO V СР 
关于 о 的 不 变 子 空间 。 
‚ 显然 ,V.(F) 的 平 几 子 空间 是 V. РНЕ 
ЖАН, PU. 是 РОСО ЕК ЖЗ 
空间 。 | 
бі W oE V. (ОЕ, Ж хе V. (ҒУЫ, = 
CA ESET a" (x) —8., nij 
$ = spanUx,o(x) ,a (x) ,- 07 (X93 C У,СЕУ 
Ж о 的 不 蛮 子 空间 ,并 称 $ 为 由 xz 经 生成 的 循环 子 空间 。 
ERE xala) сбх) yo fo 是 线性 无 关 的 (请 读 
ЖЫНЫСЫН AECE S М, УЕ $, a € F”, fE 
| y = Cx ow) d (x),--.07 (ха 
于 是 ` 
абу) = of Cx oy) re (к) 07 (к) 
= (Ф(х),а?(х), ruo (x), ac S 
即 S ЖУРУТ о 的 不 变 于 空间 。 
定理 WE eese ХУ, СРР UGG 3. 2s 
Ул, в, в, s 6 Ea 6S У. СР) ЗЕ, ПРО (F) Е 
Vt 下 的 线性 变换 o 的 不 变 子 空间 的 充 要 条 件 为 o 在 基 &， 
& t6, 下 的 矩阵 А, HI 
SE £r. = KE és E A 
中 的 А Ж E= ВНЕ 
^ oz 
. АО A, 
其 中 АЕ P^", ASEFYX ,AE FOK wr No T 
证 明 留 给 读者 自己 练习 。 
推论 VCV СР). Ст РЕА Й = 的 不 变 子 
.38- 


rxre 


空间 ,8 中 ,ee sE O V, ТЕ А iem За-я.Н 


144659; —Фу. 
则 e ЛЕУ, (РУ "X e, tD А eV D ,eQ o £D, T: Ea pe 
下 的 矩阵 А ЯУ ИЕ, Вр 
. А, 
А, 


А, 
其 中 дере, т, | 
让 此 可 见 , 若 能 将 V. (分 解 为 不 变 了 空间 的 直 和 将 是 
十 分 方便 的 。 


ә 8 一 
— ВЕ ГАЖ. ЕЕ ОЯНА TES N SK PE E 
НІ? 
1. 设 V = [= 人) ense RJ. X r= (7) y 


y | 
(2) ‚худ (z T yy. z; у ачу), Ах Ду (Ату. Ах, + 
т 


АСА 1) туг 
2 
2. 给 定 A € FP'"".V 是 所 有 满足 A,B= BA, йу В 的 集 
E XT РЕШЕ S s.t БЕ ЕКЫ Ж. 
22.1. ЕЕ 
S= [ala = ( 


a а 
11 " € R: а 十 а» = o 


ап wn 


- 39. 


Jë АЕ, ЖАНЫП. 
2, 证 起 
$ == AAC д" Ң А = A”; 
Ж. Rr*' 的 线性 子 空间 .并 求 其 基 。 


站 Ы Шы [ii 
esl. БЕРЕКЕ 
ае ез Anl 

а! 41 Lo! Lii 


所 生成 的 线性 空间 враз Га, ,as . scio TRE. 
=. Аоф, а= (1.2.1.07 在 基 


1 15 -— 
ЕГЕР 


下 的 坐标 。 
四 Ж 


-40. 


0 
1 
Ж 
2 0 
1 1 
1 2 
— 2 1 
и, [s 
2 2 


为 R: ВАА Е, ЖЖ Е Ж e= (отт. л 在 基 
Се," :ex e, e, J F ag m. 
ң.Ша.В.УЕУСР,ЖЫЕЕ,ЕЗ.Н 
һа Р.В АУ =6 до 
求证 
врап В,У) = spanta, 2 
Ж.Ж UWD AREEN V РУ ЕВ]. x € 
ОР), ВЕ W (Е). ЖЕ 
І. 24 a, ВЕСЕ) ПИ СЕН. а. ЕЛЕ; | 
2. EBA Y € UCFO СРУ. IH Y 78. Ш а, В.У 线性 无 
X. 
ЖЛЕГХРУЛУСКУ КЕМЕ ІН VCF) 的 两 个 实 子 空间 .a 
EDCF) ,GWCR) .为 VB 中 任 一 元 素 , 求 证 
1. 在 所 有 形 如 we 十 ABCGEE) 的 元 素 中 ,最 雪 只 有 一 个 元 
. + 4]+ 


le e aue erbe e э-ге FAMAE тега. cop PRIMERA Уз! Ree o su гп s D ness c mes rece cr eme e “теле с 


ЗЕЕ СР: 
2. 4 B&U (F), 10 时 ,所 有 的 线性 组 合 ө-- АВ ETUR 
ЖЕ. | 
ARE ARTATZEN T Sk T Pk EEN, Hü 35 
МУИ, PS VOGOoOSNICEPSBgH.NEVOIO HESS: 
个 元 素 不 属于 VW, 中 的 任何 一 个 。 
А.Ж ЕШ АННАН ЫН ЕН, 
1. 2 mC V(F) — ЕЛЕ 
(а) = с a Рас ув 
2. 在 R rng Ж ЮЙ 


zi ту 
g(x) = | = + г. | ec | RI 
ң ES. 
十 ,证 明 : 


1.К(А--БОСК(А)-ҒКСВ) V A. BER 
2.rank(A--Bos&rankA--rankB. V А, ВЕ R^" 
3. i A. BC C H AB=O, W 
тапк A-d-rank Bzz n 
4. $ ACC”, A! =I. BO] 
rank(A--7,)--rank(A—7,) —2 
5.8 A. B€ C^, ШЕ 
NGA) П NCB) = NCA + B) (1 NCA — B) 
6.2 A.B C7** ЛЕН s | 
{тапКА 一 галЕВ| sz rank(A + В) 
7. WE A€ F""*, ВЕ F"*^. ПЕНЯ 
rank АВ < піп(гапкА , rank BY 
тапка -+ тапкВ — n < rank AB 
* 42 * 


-+ ы TET 


Ro ЖЕЗ eese РУТЕРА ЕЕ. 
T—. É а.а, "оз В, В... B Yis Y... y, 为 
ҮРУ 86,8 
CB, B. В.) = Са, на, аот 


| ТЄ Ех" 
СИ, У, ++ Y.) = CA ao 
Т.Е F* 
5 ЖУ. (Р.В. 
SUY Y m) = Сал... ua JA 
| АЄ Fx 


K o E ABe B. FIERE RE, 
+=. E e У, СРО ВЕ АҒА, а" aA. ala 
6.x У.С, VMR SE X. 在 该 基 下 对 应 的 矩阵 。 
| | . 43+ 


十 四 , 设 дес”, вес”, ПИН 
У = АХ + ХВ 
定义 о(д=у 是 Ce 上 的 线性 变换 。 . 
| + >=. o Rd У. СР О.С НИЕ а уо... 
КЕЛЕТ ЛЕКЕТ Ж VICE) GR] МН, В, Horn Bas 817. Pr» 
uu! 33 UMRAH, Н 
| @баузй,, aJ = С. HS „Ви A 
eU a в) = CB LAS ‚+ B.B ` 

[ABRE 4 种 B НН EXER? 

十 六 .证 明 特 征 子 空间 的 和 是 直 和 。 
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BE Ёз нр НКЕ А] 


ЖЕ HS ch. 48 А —ÉPP 
à "БП "ЕЖЕН ir SUBE B: ЛИЕ HE ШЙ — 1251232: 
IR] XE EL SR iE МЕНЕЕ ҒЫН. 再 空 间 和 欧 氏 空间 是 最 常 
用 的 。 i 

$2.1 BFA . 葡 氏 空间 
ЖМі i$ A.B 为 两 个 话音 
A x B= [lep] € A.5 E B) 

称 为 集合 4 与 集合 BUNT. 

Sí d 4=11.21.й:- 02,40, 

AX B= iue уі ai z mS. y X4] 

Жаз Е EIU PUE, 

定义 2 在 线性 空间 VOE. PEH (х,у): 

TOY (СУ — C 

满足 

a) Gy o yx) V x.»€ УСС 

b) (ху) = Alany) V AC C.V хуе ҮМ (СУ 

с) (иудеи, E Gy V ху. ФЕ VOOO 
П Су ХЕ МЕ V (C) ГАР: XT PSU В 
称 为 内 积 空间 ; 

(d) (x.x)20,V EVO, МН x8 时 等 本 成立; 
* 45 * 


є) (х,х)20,У ЕДІ V (C) . 

ЖРА СУ а-а). НО. REEERE, 
EAR (х,у) а) Б) с) е). MEAR (х,у) ЕЕ № 
ERFARER. 

在 线性 空间 V,CC) 中 .定义 了 具 正 定 度量 的 内 积 后 
У ОН У. (С.И). 

біз X А=АНЕС"Ф НЕЕ =. € С", < 


(х,у) = x" Ay (1) 
MWEE C 上 的 内 积 。 
E ВАН, G0 = Ау 是 由 СХС--С М, 
设 х= (луд ‚х,у = буу. АТТЫ Uo. ).A- (a; jux s Jill 


(x.y) = УЕ Tj, = XXX Zay, TY. 


i=1i™1 -іг-і 


= ZZ yon = $ Н Ам = (y.x) 


(Ах.у) = Qa Ay = Ax Ay = (ху) VACC 
(х Ну, =) = (x+ y Ax = (x + y" )Ax 
= x" Az + y Az = (x.z) + (ya 
ТАНИЧ УЕ ХМ, (х,у) Sa Ау E СЕМ, fup, 
当 Аж, Hf. (x,y) 一 x "y 称 为 标准 内 积 ， 今后 如 不 特殊 声明 ， 
肉 积 均 采 用 标准 内 积 。 
Bis W 4,BEC*" 则 
CA, B) = tr( A" B) 
ЖС” ЕРЕН, 
有 了 内 积 概念 后 ,可 以 仿照 R: 中 用 内 积 来 定义 V CU) 


D AHAC, A= AF, ИА ӨНЕ ЖЖ CHermite ВЕ. 
а 46 + 


中 向 基 的 长 度 。 
| 定义 3 对 任意 的 xEV.LC,U) 称 


|ж = Gea (2) 
Àj] HEERA. 
下 面 讨论 内 积 的 性 质 ， 


定理 1 设 (xyy) 为 VLCY 上 的 内 积 , 则 
(Žan Зи») - >5 Aut Gy y) 


Үл. C Vx € VO š € m,j € r 
这 由 内 积 定义 可 以 直接 导出 。 
定理 2 ОУ УС) Е АЕ ЕР „№ 
а) (Сіз | xxl d» l €x,y€ „(СУ B) 
T gf (ЗУ BITES Е Н.Д: CCauchy-Schwarz) ЖК; 
d laty ЕЗБЕ ЕЙ У хуЕ У, (С) (4) 
ВН а).Б Фа АЗУ НЧ ЕЖЕ Бу 线性 相关 。 
证 2) 由 手 Cx.y)? 是 具 正 定 度 量 的 内 积 , 则 对 任意 的 日 
xy € V.CCYR | 
х, x, | 
o< (s= тууу 6) 


| (wy 1 
Су у\ 十 бу» y (узу) 


| x, 32 B 
Cy. y) 


= (х.х) — 2 


== (x,x) 一 
从 而 有 
Ge (yy) — [Gs 21! Z 0 
即 不 等 式 (3) 成 立 。(3) 的 等 导 成 立 等 价 于 - 


(х,у) 
(У,у)? 


х= 


„47+ 


Hl x 与 y 线性 相关 。 | 
当 y= 昌 时,(3) 显 然 成 为 等 式 , 且 此 村 x 与 y 是 线性 相关 
m. | 
0 Нож 
lx + y 1]? = (му, х + у) = Ga + 2Кебх.у) 
+ (У,у) © (х.ж) + 2|](х,у) | 9, < ||? 
Сам d$» + [у Пк + У? 
СЭТ тА 
тул езет, F V.(C.U)B8 35, Cx,y) 为 其 内 - 
RAE 
= (е; TP ке” 
Ж А арест 为 内 积 Cx,y) 在 基 еее. 下 的 矩阵 。 
Bia. ХЕ C" ИЕ 
第 i 个 分 量 


一 一 ,一 一 
= (0.0,*--,0,1,0,7,0)? і е п 
Max = Cr .re r). у = yis Уз» ... месе Hj. 定 x 


Ge) È TIREE НОА FI EN ERE У 
单位 阵 a 

定理 3 i AECA V OPAR, yE 56r 
& 下 的 第 阵 , 则 | 

а) А= АН 

Ы) (ху) =x" Ау 
HP х= бану (а, Ey = Сати. tra 
zr y= (бур, уз "+, € С", 

с) (х,у) F AE E И 359€ 3e F EE 8 
ехе С’, Н 

. 48. 


x“ Ax > 0 
证 ә Ж 


а; 一 CE ED = Се,.е/) 一 аҙ isj е п 
故 А 
А AS . А = (a) е (ux 


5 (ху) == (Ха, S yey) 
i=l г! 


= 25 т.ғ; «ЕРУ; 


i™w1ji=1 


= тазу "АУ; 

с) 显然 。 

定理 4 设 内 积 (x,y) 在 У.(СУ ЯЛ SE Ce cen ,6 与 
Ce e rne БЕКШ ЕЛЯ АБ В.Н 

Ce ES Ln EI) = Chu ЗУМ 
Eu 
B = TEAT 

此 时 称 B 5; 4 合同。 

证 设 A= д B= Б) Т Gaxa BF 


b; 一 (є SEQ) = (tne Dytt) 
&=1 i=l 


A ті п п 
一 >> # (8, ‚в = хх ману 


是 一 于 一 上 = =1 


B = T! AT 
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“中 e- 


(其 中 i 二 VW 一 1) 为 C? 的 两 个 基 , 内 积 


| (х,у) = x" Dy Ух, у Е С? 
其 中 | 
1 і 
D= [5 1 
Ж УАР РЕ. 


1 eO 
Ж (аз =а" Ре =з] ^. PEGES 
Ce n= — 1, (666) — 1. Crn ml Fay Ж є,е; 


ТЕЖ Е | 
4- M n 


X. Ce! 46 }=2, «= ‚в Ә--3-;, (67.6 = 3-2. (Е „= )=7, 
于 是 (x,y) 在 基 e e FAIRE 


#- d 


(& . e) == (в.в) ТГ. 


22. 11 
T- Ë | 
也 可 由 公式 B= 了 ”A 中 求 出 B. 
ЖУК) Е.Е 定义 内 积 如 下 ， 
定 光 5 НЫ D) V(R)XV(R)— R, НЕ 


а) (x,y)= (уһ) БЕГІН 46:29) 
- 50 + 


如 果 先 导出 


中 的 


ЬУ Ох,у)--А(хау) V АЕК, ү жэ € V ORO 
€) (хук) (w,z)+(y,z) У x,y,*€ V (R) 
ВК (х,у) ИСК) Е, 
d) (хх) 20, щ НАУМ х-0 RF, S89 E, 
x€ V (82 
e) (m,x)2Z>0 V x€ V(R) 
Eq (ху) E а) ӘН, (х,у ЕЕЕ. (y 88 
Ж ау. БУ, с), г), (к, у) ВЕЕР, 
在 线性 空间 V,(R) 中 ,定义 了 有 具 正定 庶 量 的 内 积 后 
VOR Л. 858 Edid 3g ја], ПИР, эне 
У.Е, E), 
lx = (ад? V x € V,(R,Ë) 
世 称 为 向 量 x НЕЕ. 
$16 Ж", 定义 内 积 


(х,у) = Sx V x.y € К" 
其 中 x= rem. г у= бууун, sp) (may ER, i 
End W R" 成 为 n ERREZE. 


SAER ARTERE F B iTe. ИГ R ЭЕ ЇН] AR 
АНТЕ ARRE. 


$2.2 向 量 的 正 交 与 标准 正 交 基 


在 С МЕМЕННЕЯ RRIS НЕГ ФИН ОЮ 
EO RJ. Н ДАНТЕ IE 36 Sj НЕЗ ЕН SEES 
(GX EO Bae ES E 
ЖХ1 #@#x.€V.(C,UYV.CR,ED), Н 
(x.y) = 0 | 


.51. 


ЖНЖ 与 向 量 y EY. Б x Ey. 
Жі К, 取 两 种 不 同 的 具 正 定 度量 的 内 积 


(х,у), = x'y Yeye К? 
(х,у); = =TAy V х,у € R: 
其 中 | | 
A= P | 
Е 2 


ІІІ! ЖЗНЕ VaR EDE УСК, Е, >, 
问 向 量 х= 0.0707 1:7 在 这 两 个 欧 氏 空间 中 是 否 
正 交 ? , 

解 由 于 

(х,у), = OG,DC— 1,107 = 0 
11 -1 
(xpo y D; = apf ,| | ñ ы 

& xo yo 在 УК, EO PEX XE VOR EO HORE E. 

此 例 表 明 . 二 向 量 正 交 与 否 , 由 该 空间 的 内 积 所 确定 。 

在 西 ( 欧 氏 ) 空 间 中 ,向 量 的 正 奖 具 有 以 下 性 质 。 

定理 1 在 VCC,D) COV,(R,E)) 中 ,有 下 列 性 质 ， 

a) GO. V x€ ЖОҒ 1766 37» 

by (x=.,y)=0 55% Еге ry 0, EA A€ ССА), х, 
EV CUDDUR, ЕУ) 
c) ЖЕНЕ, POS 
8X x, € V.(C.UXV.(QR,E)) i € mim n) 


Gs) 二 0 ж) ВЕ т 
ЭШНЕН См к: xDÉRTETO Ж. 
证 2.0885 


æ. 52 * 


с) Нате, eCTCUPD SR 
(x se ‚жа = 9 
其 中 Ххх. 两 两 正 交 。 
由 226 
б = {x = (ж. Хао 


*=1 


= Уа, бу.) = ДЕЛЕ» гет 


к=} 
由 于 x68. C m EL (x x07 0X 
а; = 0 гет 
НЫЛЕЯНЫ А Ге xm 线性 无 关 。 
ЖМ2 ав, ив, H УСС ИСУ СВЕ НУ, В. 
(езе = Q ізі oHjCn (1) 
则 称 fe в, 6229 У, (СОКИ СВ, ЕЕ. ЖЕЛЕ 
ЕЕ «6.55556, ЕН 
(EE) = 1 En (2) 
ШЖЕГЕ,, 6:7 623g У.С.) СУ. ЕЖЕ, 
对 于 标准 正 交 基 Ce ,ee ЧАС АЯ = 
为 


1 г = J КА 

(6..6) = 0 зе) i je п 
E 

《Eye = 8; ея 
XX ELA 05.335 P PDA 1.2563 时 为 等 。 
例 2 ER PEAR 
Ск, y) = ху Уху Е № 

易 验 证 


..2. 


в — 0,0,0)7,6 == (0,1,0)7,6477 (0,0,1). 
_ {М VZ Y (v vV$Vv8)..- 
= (EE o) ё = (党 一 党 党) М 
(- V. 3.13. aon уси, НЕЕ, Ие 
见 ;标准 正 交 基 也 不 唯一 。 
біз ЖЫРСОАНЖАНА Ы KRAT nx E 
项 式 的 全 体 所 组 成 的 # 维 线性 空间 ,定义 内 积 i 
Jeg) = | fogad У ADE € PNC) 


则 


ER 二 21 Lino fc 0.1.2.7, — 1 
J РС=), 中 的 标准 正 交 基 , 其 中 
LG) = эт ioo — D 
称 为 勒 让 得 (Legendre) 多 项 式 。 
м | 
(ее) = f / Тт вас) / ки 
-і 
Qi — DOD di- qva 
“оға G — "010 IH) dz" SG р 
di- 0 +> 
Че! 一 站 ”dz = |, i=j 


由 于 积分 导 内 对 ij ERRA >i BA e=, + 
ХЕ Се, 6 EEDA УТЛА И Т.Ж Perd. 的 标 
HEX. 

ынны MEER. 

. 54. 


定理 2 ав. в, М У (СИЛУ СК. EX ЕТЕ 
еж, : ` i 
а) 《xy) 在 该 基 下 的 矩阵 为 单位 阵 Г, 
Ы (ау = (G g Еу, НИН х= 
(mimi r YL ym is yet y 0 E C QUY 
(х,у) = xy {= Ту) 
c) x;—(&.x) i€n 
d) Жа ав е Б У (СИЛ СУ СВ. EDH НЕЕ 
XE. В. 
C6, LE vn. E!) = С, e Г 
ЖА T RERE BIT” =T (T REZE. BIT =T 
我 们 只 需 证 V. CURRIE Р VCRE), B a =F 
及 前 者 可 得 。 
证 а) ЫЙ; 


ы «э(е. Ўл) 
а j=] 
= >> zle yr X Typ x7 y 


e Go» =(Е, Хе) ==...) =, Ея 

d) Wi T-—(n m Uh) 4€ Cin. 由 于 6&' = (Est 
БЕН, 28 

(Ег. ) = ВН, = 3, 
于 是 
ТЕТ = I, 

BHT"-—T-, WE. 

ХР ЁН GEO H. ЕЕЕ FEE АЕ 55 3 ЕЗІН (88 . n fe] 

. 55. > 


— Y 


将 一 般 的 基 化 为 标准 正 交 基 ?下 面 的 定理 给 出 了 基体 的 方法 ， 
定理 3 аа... ЈУ, (С) CR, 五) 的 线性 
353& 9 стн), RUF GE EAA., Po "АЈС 
VCC UCV, (К, E). Ж 
Сань. = (B.P... 
其 中 Bec rm a 
ik ”由 于 向 量 组 Ea z... о, 
or > 89 гет 
Ж А-а: 9), ИД СА ,В >90. + 
В = а, — БВ, (B. B - 0 


则 得 
5, = 68) 
同 理 , 令 
В = о, — В.В - бай. (В.В = 0. (А.В = 0 
i8 


_ (9,8) Ces , B.) 
K кш Фа = В.Р 


(В. B) = o ИЕР 
4c 
Ba = Ou, 一 XbhaaB 
В, BO = 0 . е-е 
则 可 得 
bai 一 G ге k 


从 而 得 正 交 向 量 组 B LB. er An -ERTA H н 为 
456- Í 


» 1—1 
х = В + 2Ь8 Єт 

i=l 

即 . 
Ca, 0. 0,3 一 [BRB, BIB 
ba б Ut b 

b .. by 
其 中 8= ” . 
b... 


由 于 ОЕ, в Е = ЖЕ. 
ЖЕФ 
. B | 
7? — TB Єт 
RCY Y, Y BE; УС. СУ, С ED) BS EHE IE ЗЕ НЕ 


组 。 
定理 3 所 介绍 的 求 正 交 向 量 级 的 方法 ,成 为 向 量 组 的 施 
密 特 (Schmidt) 正 交 化 方法 。 
94 Ее, 
(х,у) = xy УжуЕ Rš 
试 将 R' 中 的 线性 无 关 向 量 组 
a= (01.1.0,0)7, 0, — (1.0.1.057, 
01—(—1,0,0, 107.0, —(1, —1, —1, 157 
化 为 R' 的 标准 正 交 基 。 
Ж ZEZE. ЮН В = а НЯ 


一 - саз. B.) 


= 1 
«В 2 
于 是 


. 57 = 


B = жю — В, = Б dae) 
Big 


— (а,, В» . 
в: = В.В) 162 


1 
LLL 0 


1 1 1 r 
B, = а, — b. Ë, — b. Ë, = (-= iui) 


3 LI 
最 后 由 
_ (a, B) . | 
бы = (8, бу геҙ 


#8 b, =b. =b, =0, Bp 
В, = а, = а. —1,— 1,17 


„ш. А (va wvz r 
тат (9-00) 
__В /ve мБ МЕ ү 
тат UR CE) 
“ҮІ 6 ` 6 ` 6 * 2 
_ В =(21.-1.-1,1у 
“RAT \2' 2^ 272 
“РУГУ, Ya Ya 为 К“ 的 一 个 标准 正 交 基 ， 


52.3 正 交 子 空间 


这 里 我 们 将 向量 则 的 正 交 概念 再 推广 到 子 空 间 之 间 , 并 

讨论 如 后 将 西 ( 欧 氏 ?空间 分 解 为 徙 此 正 交 的 子 宝 间 的 和 。 
EXI KV EV (C.UXV.(R. E) B в, хе 
-58- 


УСО. СВ. E) ERE — тара. ў 
(х,у) = 0 Vy€V,- 
别称 向 量 x 与 子 空间 У, ЕЗІ X EVI, 
定义 2 ЖИ... МУ СОК. E)) 的 子 空间 ， + 
x | V, v x cV, | 
出 称 子 室 间 V, У. 3ESE. 2, LV 
брі Ва ЕМУ, СЕ, Е) ИНЕ. У, = span 
Ge e, Ше, L V I. ХЕ У, == врал (е,.е. >, HE V, У, , š 
P8 CEX FCO 2E REB ЛЕ ЖЕЗ ЕН УОН}. И РЕ. 
ені ФУУ, В УСО’. CR, ВЕРЕН. 且 
ЖЕҢ ЖЕТТІ 
a) V,[YV.—= 10) ^ 
P) dim(V;--VD —dimV;-dirV; ` 
定理 成 立 蚌 显然 的 。 
定理 2 БАССР pe Cu (Re АСА) | 
КСВ ЕЖЕ 
AHB = ОСА"В = Оу 
证 WA А-а... B= (PB. B... . B.Y. о, 
BECH) Єт. jEr, TE АВ ОСАТВ= ОУ Р 
а,,В,) = 0 (€ т.ј € š (1) 
ЖЕҢІ | 
x^ (0.05, а, a € ВА), а = 7 Саз аута Y € 
CR 
у= (B.B... BOBERD. b= Б.Б. bA € C'( Ri 
аи | 
(ж. уз = ÈS ace, By = o 
ое уер - 


"S9 


HB АСА) 1 СВБ). 
推论 песен”. 
a) АХА) 1 МСАН) 
B» МСА) 1 КСАН) | mE 
证 Жхе МСА"), АҒх-сбу ERCA), ТРЕ =, BH y 
= Аз, Ч 
(х,у) == xy = x" Az = (АННЕ == 0 | 
于 是 RCA) Д.М СА”), Wi 56 a) 中 用 4 代替 A" 所 得 的 结 
Ж. 
‚ ЖУЗ BV. V, ВУ, СУ, Шаа H 
У.У... 
У, +V, = V,(C,UXV.(R,E) |. 
W] $R V, БУ, EWEX HA i. 记 为 У, = Ур. У, = 
(Ур, 
V.(C.U)=V, Фу, (У.Е, Е» 
=V, Фу 
在 上 述 推论 中 ,显然 
dimR АУ + dimN (AMY = m 
Чт АСАН) + dim NCA) = n 
ғы .— C€'-RGDQ)NCAT) 
C = КАРО МСА) 
在 第 一 章 , 已 知 线性 空间 的 直 和 分 解 不 唯一 ,但 要 5 欧 氏 》 
空 向 的 正 交 分 解 是 唯一 的 , 邯 给 定 V, 后 , 正 交 补 ,是 唯一 
的 。 证明 如 下 。 
定理 3 ШУ, ВУ, ССЭ СИ,СЕ. EDHE- TER., W 
存在 唯一 的 子 空间 VOV САУУ, СЕ. Еу, 
` V, OV,=YV.(C.UX(V,(R , E) 
... 60 • 


证 Ва, есем, ЫР PREE ZH ,经 扩充 后 ,所 "Er, 
VC UYCV.CR,E)) 的 标准 正 交 基 , 若 
. V; = span(&,, sprr EU 
显然 VLV;; 且 
V, + V, = VC (У, REY 
ki . 
V, (DV, = И, СС СУ СК. ЕУ 
ВЕНЕ UE. ЖЖ V.(C.U (V. CR, ES Уз, 
fis 
Vi Фи, =V, (CUI (У, CR. E») 
则 对 任意 Әз Be V,.sh B&V..H 
(а, B) = 0 , УаЕ, 
所 以 PE Va VCV: [S] B НДЕ V.C Vs. üt Vs Vs. 
定理 3 的 证 明 ,给 出 了 求 正 交 宕 空间 的 具体 方法 .下 面 再 
讨论 正 交 补 空间 的 性 质 
定理 4 dE SQQ S V.(C.UY(V.(R. E)) 的 子 空间 ， Wi) 
a) SAML =S) ПО: 
Ф) (S GQ) =S +2 
证 22 хе(5--0), НЫ“ x€ S. H xC Q. , В| 
хЕ5,П0.. 
БУ 201 
Па: TS q Q Iy D = S.+ Q. 


82.4. PHCBRIK ча Л.Е 


АНЕ ЕЕ EO S E p L АЖ 8 dg ae S4. ОЕ 
S yak bh K W CK IE. НЫН Я IE HE, 
ENI ЖҰУ,.САС ҚУАР E) 684839 a MEE 
“81, 


Се(сх)габ(уу) — (х,у) 

| OM xy € УСС, ЕУ). 
RIFE а № У.«С.ОУСУ,СЕ, EX УН СТЕ S EH. 

Я: R H—I—2uv'€Cv.ue C EU vu 1. f 
HECO HEEK. 
. Ш ЗЕЕ x. y € C'(U,# 

(Hx=.Hy) = (x — 2u ык, у — 7?u-Hfiy) — (wF — 2a мыш") 
X (y — Zi y) = Чу = (х,у) 

m H в СЧ, 

H ЖЖ 8 (Householder) ЖЗНЕ . 它 将 > 
映射 为 关于 与 4 正 交 的 ， 4 一 1 У. 

52 = 

1 - 


cos? — sinf 


12,5, 
HATH Givens ME EE. ВАЩЕ A 是 К" (БУН ЗЕ S 8E d 

ЧЕ ЯН ATA—IIH 

САх,Ау) = хТАТАу = s'y = (х,у) V x,y € ICE) 

МАЛ ЕУ ЗЕ ЗЕ ЛУД. 

定理 1 VACUO СА, ED) 09 78 GE EO TREAT 
换 。 

WE 由 假设 知 


. * 


(а(к),0(у)) = (x.y) 
ү х,у С (САС, ED 


于 是 有 
Qr + у) — oix) — oly) а(х + y) 
— alx) — ву) = 0 
ЫП . 
GG + y) = а(х) На) 
x 


(о(Аж) — hotxy А — 420) = 0 V 46 С 
Вр 
(Ах) — Ат(х) 

Ato МУ СДК, ЕЕ, 

定理 2 Ro EVCL, (CR,E)) 的 线性 变换 . 则 下 
到 条 件 等 价 ， 

a) о СЕЗЕ УЯУ; 

b Даб) = |. У хЕУ (С, UN (У, СЕ. E) 

c) ңа еее г, Я У ССОУ, СА. EDE ERHEIE 32 3£ 
асе Се. ссе iH FE 9 PRHEJESE SE 

ау a JEE- HEE КИЕ ЕН OE ЗОН ЫЕ. 

证 ор, 

Ы)с>а) ,由 上 有 

осту) асу)? = Qe y san y) 

Сас iyd cix iy bmx iysxciy) 

G=V 一 1) 

Елең 

(а(х) об-е) vo (x0) = (c y H- Qr ex) 


. 63 ° 


(а(х) ву — (абу) (ж) = (x Y) — бу+х) 
相 加 得 а), | 
аў=>с) Hi. t-8; irfEn 
K 
Caiway) == (х.у) 
有 
Сое) .e(ED) = (Е.Е) = 8, jen 
B Om 
оза) Е 
(Е.Е) = (о) осе) — бү, ея 
Ей 
М (Е, H5; "е „ЭЕ У, (СИЛУ СУ, СК. ЕЭ? 
y CE strs" Ey E У, CU (У, СЕ, ЕЭ) 
其 中 = lerna УТ ууу ECR 
有 
сер =( rata), уар) 
- Pu 
-zr miyala бе.) o CEY) 


= тубар осу) 

BD а) У; 

c)=> die 

ALE rEg *** E ) = (Ep Ez 7 EDA 
В А= C, 0.70) Со). (60) = 86. J€ nea" a, 
= Ката; = ба. J€ n«-- A ЕСЕЛХАН ВЕ, 

此 定理 说 明 ,V.CC,UD СУ, (К, EDD f] B OE 320 EH 

64» | 


СӘДУ СЕЗОНИЕЯЯЫ, ИСЕ ОВ ЕРКИН 
有 相应 的 性 质 。 

定理 3 P ACCRO EA СЕЗУНЕ. BJ 

а) (Ах, Ау) — (х,у) V x, y C"(U)(R"C(E)) 

à КАХ |= | xl Y хе С" CR CEY) 

co A'CAD BEES СЕНЕ: 

о ж B€ C" (R yB AE СЕЗСЕ. ШІ АВ.ВА 也 

Ж СТЕ ЗЕБ; 

e) РЕЗЕ У БЕН TEOETE BT САХНА) 51. 

证 а) (Ax,Ay)= x! AU Ay = x" y = (х,у) 

5) Нав, ! 

с) АНУ" АН=сСАД'ТУН — (I, ун = 

d) AB LAB PA ABO Вв]. 

«ВАУ (HA) — AYB BAS AF A—[, 

е) Ü Ax—Ax. Bl] 

Ак“ x = CAx x) x" AP x= x" AT Ix 

-l s 
= ж 
АА--1.|4|-е1, 

酉 ( 正 交 ) 变 换 保 持 长 讶 不 变 , 如 果 只 要 求 在 部 分 空间 上 
具有 这 种 特性 , 则 可 引出 条 件 相对 弱 一 些 的 次 酉 (次 正 交 )? 映 
射 。 

EN 2 о: У, CU D У, С.И (УСА. Е) 
(V. (R E: : 且 对 任意 的 x,y€ ЗСУ, (С. УСУ (Е). 
S= (Kero) ,有 

(ах) ,aCy3), = (х.у), 
Жан У.СС.СОН V.CC.USD Gli V.O E, 8| V, (R, 
. 65. 


ЕН ОЖ ТЕЗЕ ОВАЗ. 


яз W 
1 0 9 
| l 
? vs? 
1 
0 — 0 
MU А Е CXU) 的 次 盏 映射 。 
s H "xy n nig mon 
fl. 0 0 ; - 
salo L L 
unb м2, V 2]- 


ЖЖ КСА") == span Се, е, 其 中 e= C1, 0, 0)", e = (0,1 
0)7, ИЕ М x= (m, EP 02 ym Су, (31:007 ERA”) ;有 


0a по... 
(Ах. Ay) = хНАНАу = 中 1 Y 
0 0 0] 
= xHy = (хуу 
Ж А E CKUSK HON Оаа). 
| WIQRUESOBAHS SE GEO НЕНИЯ. 
RE БЛЯ 28 BL SS Bb ЕЯ. ШЕРТСЕК 
TOSS [8] £r CAS Vil P CD IE ЗЕ 4k НН — 5 
SQT-V.GCIUXV,QUNE) ` 
58 EV CUC, (К.Е), Н. 


ж a Fx, х 8, ЕТ. 
* 66% 


Wil x r€ 255 x 也 是 一 一 对 应 的 ,从 而 引出 正 交 投 影 的 概念。 
Хз 5 ОТ=У СС UKV RED) m VCU) 
VAR EDS 是 一 个 映射 , 若 xx “Ел, .х.65 зе T. B. 
өбхустк Ко УС ИЖУКЕ. E) BI S HERRE., 
ind P. | 
ТЕЗЕ ЖЕН БИЕ, . | 
定理 4 БРУС, CE 的 正 交 投影 ,S = 
ЕО. m Gui се. FP unu us E S НЕЕ 
pop Е ` `: : 
P 一 UU, 
证 Hbro aeu ты № CUR CED НУ PR 
HEYE SE AE LU (ны, aecenas) UPS QUU R 


U H 
UU” = «wol, = АРАШ + UU" = Г. 


H 
ВАЛУ кас ЧЕ 
fe xe СИЕ 3 
x= Ux + UU, | 
ЗЕЛ, Є ROUD UU xERUD FÈ. 
Px = Оу" 
ЊН x 的 任意 性 .有 
P, = UU," | 
IEE НИНЕН. {к C ODRED H, ERU я 
RE MERE FETE. 
定理 5 CUR ао, жик 为 正 交 投影 的 充 于 
条 件 为 
67+. 


E = E" = EE = ET = Е*) 
证 ФЕН МЕХ CODOIPODOSERCE S 的 正 
交 投影 ,由 定理 4.25 U, 22 H S ИМЕН ІНІН РЕ, ІШ 
. Е = UU“ 
显 热 
= {UU UU, = E 
E! = U,U MU, U" = UU, = UU, = 
充分 性 ; 设 E= EU Е, Ва) = КСЕ». U, = Gauss 
и.)  U,"U,— 1, rankE— r, ЕЖ V," € C" (RP 18 
E = UV rankV == r 
于 是 | 
UVE = VU? = VUFU,VI = VV 
得 
О, Ууу, = O 
FEA V” АНЯ. MU =V FEE БІНЕ, 


习题 二 
—‚Ж (езе, е VLUOBI— Air. y € VG. В. 
-Reo-hesm 000. 


[ = Xin, 


У. КЖ. 
Ш.Ж A= —A'c RU, LUE 
x Ах = 0 V = € К" 
ШАЯ АЄС"х", 
1. МСА) = АСАНА), МСАН) = МСААР) 
. 68. 


2. ВСА>=-ЕСАЛНУ, САН) — RCA" AD 
3. rank A-zrank А” А-=гарКААЯ 


4 方程 
АНАх = АА У АЕ С-**.У b € C” 
一 定 有 解 。 
FR lr PREE EE PESE 32 350933 BE ME p GERNE 
XE, 


н.ж A€ C3 КН, HJ 4 的 非 零 特征 值 的 模 为 N 
A" A ВИЗЕ EAR BD 1。 
Ж.ШУ,«С.О)-5 OD T.P, Жай У (СИЛ 5 ЕЗ 
投影 , 则 Y.C.Z) 到 了 的 正 交 投影 为 工 一 P,。 
七 . 设 4EC “是 正 交 投影 , 则 4 前 特征 慎 非 6 BB 1. 
Д.Ж A= AF= АЗЄ C „гайКА =r, ЕЛЕУ іу", 


使 
V^ AV = diag (O) 


„69, 


E33 7:1 


ТЕЕ ОУ ЕНЕ > ЖЕЖ ЕЗІ, 在 
矩阵 理论 的 研究 与 应 用 中 . 都 是 十 分 重要 的 。 本 章 仅 就 一 些 
最 常用 的 矩阵 分 解 作 简 要 介绍 。 


$3.1 ИЛЕН 
定理 1 车 4Ec" 的 顺序 主子 式 全 不 为 零 , WJ A 醋 唯 
一 地 分 解 成 
А=10= (17) 49; 
其 中 LATZA Я к=н ЕТ 为 单位 下 三 角 
EE. U 为 上 三 角 阵 )。 
答 阵 的 这 种 分 解 称 为 三 角 分 解 或 克 劳 特 (Crout) 分 解 - 它 
也 可 衣 为 
i A=-LDÜ 
Ё D 为 对 角 阵 。 
定理 的 证 明 略 去 , 式 (1) 的 具体 做 法 如 下 ， 
B L-Gj.U-GD.i.jC€n. НО РИН 
TR. 得 
"LIT ген (2) 


шу 24 j= 2. 3, б, (3) 


* 70. 


ki 
ГЕРЕ 5 Пень В, ГЕЯ (45 


rel 


8-1 
ауу“ 21,4; 
1 


к= 


бз-2. 3, 45» nl fü 
б» j=k+1.k +2 nean 5“ 
* 阶 方 阵 4 的 三 角 分 解 . 在 求解 线性 非 齐 次 方程 组 时 上 
p 8.300; RU 


чь у= 


Axcb (6) 
Ep 
LUx—b 
Ly—b 
7 
ru D 


ВРЕ СОФ ИН у. 然后 代入 (7) 的 第 二 式 , 得 > 即 为 
所 求 的 解 。 由 于 7? 的 两 个 方程 的 系数 息 阵 均 为 三 角 阵 ， 所 
以 求解 很 方便 ， 
8 用 三 角 分 解 求解 方程 组 
| 24+ x 5 xd 408 


4 


ц- 3. —6 2x9 
Zx+ „ыт G А 


| мкад 7 дело 


12774 Ах, hb—(8.9,5,0)7. 


2 1 —5 1 

1 一 3 9 =ê] 
А == 

о 2 —1 M 

1 š 一 了 6 


« 7] + 


Жин 


11172» LM Баш, ML 


由 公式 (3) 得 
m= +, uU, = 5. i E 
НАС 
7 
тб. EL * hii 
出 公式 i5) 得 
H^ БЕРЕСІН u- = 13 
E xdg 7 
HEAR 
lm. l I = —2 
ЭНА. 
иза — 4 
НІН С 
L =; — 9 
ған 
rz 
Ë 4 _5 1) 
_ Z 40% 2 2 
ШЕ | s o1 
А = 1 —— 2 
` 3 7 Н 
о 2 + | | 
1-4 
P 20-2 一 引 1 
代入 (7) 式 的 第 一 式 , 求 得 y= (4， 一 名 ,~-5. 1) ， 再 将 此 
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КЛ DADER 
x—(3, —4, —1. DY 
此 即 所 求 方程 组 的 解 。 


$3.2 n PERH ordam 66. 


E AMER E PREE, 特征 值 的 计算 是 比较 复 
菏 的 ， 如 果 在 相公 敌阵 中 ,能 找到 结构 简单 的 矩阵 ， 显 然 ， 
这 将 会 给 矩阵 特征 值 理论 的 研究 带 来 方便 。 

首先 , 证 明 任 一 » 阶 方 阵 均 能 与 上 三 角 阵 西 相似。 

定理 1 В ACCU", WEE UCU™ GX ОЖ n 
阶 丁 阵 的 集合 ), 使 得 

A=URU" | a» 
其 中 ^ ЖАЯ АНМЕН БЕЯ. 

这 个 定理 称 为 司 楚 尔 (Schur? 定 理 。 

Ш ”用 数学 归纳 法 ,显然 л=1 时 ,定理 成 立 。 设 a= m 
时 定理 成 立 , UEBB n-—m--1 时 定理 成 立 。 

取 В7- € С”+, 使 

| Au = Ащ Іші —1 
Кш, ths ц ECT. Ë un. ш. и x СО 
准 正 交 基 , 记 Шу Ga, ш, =, uL) EUO E 


A c 
Uam (^ 4) 

+ се С", дес”, 

由 归纳 法 假设 知 . FEV EU, (H 

: УРА, =А, 

其 中 中 为 对 角 线 元 是 4 的 特征 值 的 上 三 角 阵 。 

显然 . 4 的 特征 值 息 是 A 的 特征 信 , BE 
* . 73 = 


10 | 
Uo у)” U-UU. 
n 

ОЗА «U, "UPAUU,. 


-( 2 2 2) 


5 сту, )= (> ME =R 
О. УАУ, МО Rc. 


易 知 尺 为 对 角 线 元 是 4 的 特征 值 的 上 三 fe. lo» 

Hu. . 

平面 再 进 -- 步 讨论 上 三 角 阵 及 的 结构 特征 ， ИЕ, 
& Fe RETHA, 而 且 那 些 对 角 决 都 是 二 对 前 ” 
BE. 这 就 是 将 要 介绍 的 矩阵 的 约 当 标准 形 ， 为 了 讲 清 约 当 标 
准 形 的 结构 特征 ， 先 介绍 用 来 表示 这 些 结构 特征 的 一 些 基本 
BER. | 

定义 1 "T A€C* “ЕНЕРІ А 1-А P k TE 
最 大 公 因 式 DORY A I— 4 的 上 阶 行列 式 因子 。 EN 

S fk РР, ЖАНЫҢА D, СОВИ А 
Bj Ж iA, АСУ, | | , 

а, 03- PO paa 一 4 的 不 变 因 GE ЕНСЕ 
Р, (АУЗ Й D, (A)=1), 

为 了 确定 РМ, 假定 DUWENI ТЖ 
D, (A —det(A I— AX, Р.С = di CAM; AY d; CA) «. &€ n. Я 
MERA АЈА СР. В q, СА 2. СА) Е >, 

ЖМЖ. 将 不 变 园子 分 解 为 қамымды 
ЖА. д. = АЗУ АНМЕН E 

А. с 


dU GO CA— A) (A— ALD САА, 
dA) == (A—A, Yn (A— Аа а-ы > `. 


d, СА = (AA a (А 1,95» САА, 
其 中 kk IR, ев | 
这 些 一 次 因 式 称 为 1 1 一 A 853383. ВА НОР 
НЕ. 
Я: ЖЕН 


的 特征 矩阵 47 一 4 ЗИЯ. 
解 ”A4 的 特征 矩阵 
| 
241 一 A= t. 
“2-42, 


БРКА = (А-А) й е САГ АФ н Е 
АЯ | 


-і 0 een 0 
А-А 一 1 “，。 : 
0 АА e, e, ЕС" 
0... O АЗА, 二 1 


8 D. (0-1; 于 是 


+. 75..- 


D, 00 = D, 00 — 66 =, (А) == (А) ==1 
Bea, X I 一 4 前 不 变 因 于 
d, (Aj d (А) —d. 63-1 
d (N= (А— А," 
因此 41 一 4 的 初等 因 于 为 (4 一 2"。 
例 2 ЖЕБЕ 
4 о 
di —5 0 
—38 -% 1) 
ВУЗЕ 2 Т-А ВЕНЫ. 
Ж XXHECKHDOAI—A 进行 “初等 变换 "的 办 法 . 求 出 
与 1 了 一 4 等 价 " 的 1 和 矩阵 
Ее 
d.) 


а,» 
Жн 2 о. а... d ORERE A I— A 的 不 变 
AF., 由 此 即 可 求 出 4 了 7 一 4 的 初等 因子 。 


А-А  —6 0 1 2 -— 
АІ-А=| 3 445 4-і s aps o 
3 64-1 |, в 0 
| i—i 
1 2 t 
о А-1. -- (4—1) 


о -2а-) —за-ра-о 


“ 76. 


[1 0 о 
jo a= -а-із 
| —2а-р -la-na-o 
j? o 0 
NIME -(А-1) 
io 9  -$0-DGr2| 
р аё ù 1 
о 4-1 9 | 
le 0 Q-DQG-2 


项 41-…A 的 初等 因子 为 一 1、 2 一 1、 442, 
EN 2 А.б о М АЕ СНЕ, В. 
det(A I= А) = (А-д) А Ar QI — A) 


2 лен, WFE m БАНИЯНН АИ №. Z 
B rank tà IAr- Єв 
ШЕ а. ?Ea 为 A НЕА ALARE. 
ЫРК. 特征 入 АШАН S ou. ла. 
pu Ad Lf E A HE о. АВЕ РЕ, 
EA Е, HRE АННЕ АНЗ ЕКЕНИ т. 而 


6 -1 0 e 0 
i Ü - 1°, 


rank(A, [一 有 = rank б. 7. -—H2H—] 


故 黄 凡 何 重 复 度 为 i。 
TT 


在 例 :2 中 .由 于 detti Г-- А) = CA— 1X CA93- 220. JE А 
-< =, А„== — 2, М дах BF 29 З.А УТЕС ЯКА y. ` 
X mE | 


—š —6 Q0 
rank СА, raan] 3 8 ° =1= 3—2 
: : 3 5 9 


| --6 --8 0 
rank (4, oa 3 3 nri 
3 5 3 
Ж АЙЛ ЖИН 2. АЙЫЛ БАТ. ЗК А А09 
ЛЕМ ЕЕК М ВЕНА. ЛНУ 
间 的 关系 , 有 下 述 定理 。 
定理 2 А, го АЄС ИЕМЕН, т. a4 
别 为 4 的 代数 重复 度 与 几何 重复 度 , № 
аж тн ica 
. 证 ”由 zu ESL | 
det(A Г A) = (А— A^ (АУ ЕСАУ»0 
X Bi айя 5 nj A 
(QU 1—А)х=8 ` 
НИЯ Е, с... ue, СЫП APTIT ДУ НУ ЕАО ЖӘ, 由 
此 可 扩充 使 =, Вр + "fos ғ". "б, Я CHE. НРА 的 
特征 子 空间 是 4 ВУЛ 25 [8], wA 
ñ `À, 


. ГА 
A(E, , Е, ss £ }==фЕ,, Е Е, ОА, 


` „7Ң» 


其 中 А, = | . Аз есе-ех (я--а,) ñ 


T=(8,., Е Dt 6) B= | Jud A 


r 
由 于 
delà I,-— Ву= (A— A desc A L^ y=det(tA I— A) ' 
可 知 ат, i€ a, 
FERA 的 每 个 特征 值 的 代数 重复 度 与 几何 重复 度 均 
相等 . BIER 4 УЕ, (| 2 中 的 矩阵 А 就 是 单纯 矩阵 。 
定理 3 ВЕ: 4 НИЯ ЖЫ 4 相似, HU 


A-TAT-! ME 
其 中 А- Шар СА, А * А.А, ө ЕГЕ ety AT 
т, 个 тә 个 т. T 


的 列 向 量 为 相应 于 这 些 特 征 值 的 线性 无 关 的 特征 向 量 。 
只 要 注意 到 ”属于 每 个 特征 值 的 线性 无 关 的 特征 向 量 会 
起 来 也 是 线性 无 关 的 "这 一事 实 , 即 知 定理 或 立 。 
UR А TEASER. 那么 4 能 与 什么 样 的 矩阵 相似 ? 
下 面 定 理 4 给 了 明确 回答 。 
定理 4 МАЕ С“, DUE E fE HJ 36 4 B£ T. ев 
А = ТУГ (2) 
其 中 


J= ` C3) 


“79* 


м, 
Ji UM. -ig W 
| а; ің кін; ` 


"un 


А; 


бо. ва (5) 


"ах "a 


АСЕ А ВЫЕ m И МӘК 
NUS MERC JL PTE AE E и. AMATA доз “的 指数 ， 


5 В; kar 
k-1 


证 略 。 


J WOS A 的 约 当 标准 形 , J, BOR 4 的 约 当 块 。 显 然 ， 定 


EE 3 是 定理 4 的 特例 。 
Өз ЖЕ - 


的 约 当 标准 形 。 


解 ”由 于 
|. ]A-2 
Че (А [—A2—| 0 


-і 
可 网 一 一 1 是 二 重 特征 值 ， 


一 2 1 
4 十 2 0 

4 д 
de —2 是 特征 方程 的 单 殷 。 又 


= НОА 


1 -2 1 
мастила 0 1 | 一 2 一 3 一 】 


“80. 


—1 4 —1 


ж 


Kk A 89204 НЕР 


ма KER 
3 1 0 6 
-4 -і оо 
А= 
0 0 21 
0 0-і ô 


Ж ЛЕВЕ. BA 


A-[ 


若 记 A 的 约 当 标准 形 的 相应 结构 为 


| e Ы 


ША 5 АЖ, A.5 J, 相似, НИНА ЯН 
Ал. A: 求 相应 的 约 当 标 准 形 。 


à-3 —1 1 А 
À L.— А, = | — 
4 AM |; 


|^ — A41 
| | 
1 : 
9 жт 


E | (е Ñ | 1 41 
А 1.— Аз= —— 2 
1 E! 4 一 2 —1 


. 81 • 


b -а aed. 
о — (4—1)? 9 (4—1) 


故 4 的 初等 因子 为 (4 一 7?、(4 一 1)*, 于 是 由 定理 4 知 4 的 
约 当 标准 形 为 
4- 
De . i 
推论 Ш A-TUT-. Ml 
a) A'—TJ'T^. KATAT 
X /OMEASENX. 000. 
ы (QI—AY-TOI—JYT? 
c) rank(¿ I— AY^*—rank(A I— J^ 
d) Ф rank(AI — AY^ как (А IA)», В, | 
гап (А Т— АУ? тап (А, I— А+! і<р<р-і1 
| | 2 
тал. ойымша, 
证 路 。 БЕКЕТТЕ 2 
在 某 些 场合 , 不 仅 需 要 求 出 A 的 约 当 标 准 形 Л. ВН 
EGRE ERR BER T. BR TPAR а bana 
4 的 特征 向 量 ， -其余 n— (а На, 4e Бо КИЯНИ ВИ? 
EX 3 ШАЕС“", AR АННЕ, Ж 
{ [САА зев 
| Дала Dwe 
ШК x 为 4 的 属于 АЕ ЕЙ УЧЕБ, 
下 面 讨论 相似 变换 7 了 的 构成 及 求法 , 为 此 MET LI AH 


` 02 € C".- C6) 


成 
“82» 


T= (P T I| s yas, - Ст) 
T,oGOToaeeTix. Eg | o c0 (8) 
= (tht АУА», 460, K€ s (9) 
由 此 可 见 ， 每 个 me 第 一 个 向 量 б.ж АН Т АЕ 
НЫ, Ни, се. БОНА НАТ АГ ЛЕЕ, 
H А= ТУГО АТ = ТЈ. 从 而 有 


AT,-T,J, | 
D. AT, Т А : ср 1 UM 
于 是 тоу 5 

А.А — (10) 


At; = T AU, 
А ,=t + At, 


sss sss ren ser а Ар 
DAMM mE 


шан OO GR ЕЕ, Ќларҳягжн d. e Ч 
广义 特征 向量 。 | 

915 ЖИЗ 中 矩阵 A—TUT- ADERE T. 

ЖШ іш т-с), 于 是 ， за в = Ct isto i 17 VB 


1 —2 Mf fn Ü 
o 1 14-1 
—1 4 Нч 0 
得 1470 n= 2. SERIA 4—C-1,0.1, М 


(A—C—1)Dt5 t 
EISE 1. (ізін ғ)” 时 有 


—1 2 一 ra fl 
- Т 1 —4 1 Ез» 1 


{— 11 AH, = 


» 83 > 


інін £770, ts 十 tz 二 1. 放 可 令 500,0. 07, 
对 于 特征 值 А---2%Ж 
-21-- AM, = 


Bp 24 h= ГОРЫ ЕГЕН 


Ü —2 1 із Ü 
о 9 " = E 
--1 | 4 —2 Ға 0 


ЖАҢ to = 2ta йз=0, Ha S = (0,1.257, 于 是 所 求 相 似 
SEMUR PES 


—1 0 O0 
T= 0 0 | 
1 1 2 
-H6 求解 微分 方程 组 
P += 
із antaa | | | (122 
1-82, 
u7nt2n 
Ж Нина, 得 
IET 《13》 
其 中 
| dz, 
—] 1 0 rV d 
ах” | 9х, 
А= 一 本 3 O|, x= so. + а 
1 092) за dr 
ал; 


* 84+ 


Ud 
А-1 一 1 0 


det(A /—А)=, 4 4— 3 0 |= (А—2)(4—1)° 


—1 o 2-2! 
而 
2 —1 0}. 
тапк (1— А) =тгапк| 4 -2 0|--2 
故 A 的 级 当 标 准 形 为 
2 
І- 11 
1 
A. Т= вв», 则 由 АТ=ТЈ 9 
| А t=2t, 
Аһ=һ 
A =t: +t 
解 之 得 
о 一 上 1 
t=] 0|, ікті 201, 4 = | 1 
1 2111 0 
ЕП 
9-11 
Т-|0 —2 1 
1 1 oj. 


令 х=Ту, у— (у, yp yad a 代入 C13} 式 得 


gy о 
Че= СТ 'АТ)у==}у 


> 85- 


Bp 


a= yy, (14) 


由 此 微分 方程 组 的 第 一 个 方程 与 第 三 个 方程 解 得 
э sube, ys r= Rae" Е | 


将 уу E AL CLOSE ЕВ 


解 之 得 ylti, 于 是 微分 方程 组 (12} 的 解 为 


0 —1 1 ез ] 
Ұ-Ту-|9 —2 1|| вое 
1 1 O Бе” | 


СЕ, —k,— tye 
(Е, РА, — kt)e 
ке" НЕЕ 

t EL ЕЙ ЗЕ Ян PERS D ЖЕГЕ ЕЕ. АЕ 
Ө БЕ ШЕК ИГЕ Ра. 

定理 5 МА, iEo 为 4AEC™" 的 相 异 特征 值 , m,、a 分 
3125 ABS ККЖ ЕШ ЕЛ. ЖИ. 车 4 是 单纯 矩阵 。 则 存 
ЛЕ EEC, ¿€ z, 使 得 


à A= EAE, | | Q5) 
iml . | 


. ВБ + 


Е i=; 
b» ЕЕ, = | =) 

О.ізед 
с) ZE,—I, 


d) ЕА = АЕ, = АЕ, i€ 6 


е) rankE, = о (= m) 


户 。 满足 以 上 性 质 的 Е, iE z ВВ, 


g) Е; = = 


其 中 
$0)» = Ща. ЖАУ = 


i=] 


ALA) = TIG — 4D 
p 


Ш а») ЖА = ТАТУ! 


Па ~ 
JE . 
теі 


= d 


$0) 


— 4 


， 其 中 4 是 以 4 的 特征 秆 为 对 


前 线 元 的 对 角 线 年 阵 . T 5 T^ 按 相应 的 特征 值 分 块 为 


= (ТТТ, 

PT 

Іт 

TO = | а 

А i TT 

HH To 的 结构 知 

ТА ісі 
T/T,—-T/T,- | ' 
| m, X Fz, J == z 


于 是 


„ 87+ 


AT. 
А = TAT —(T.TesTO| T? 


ATI 
Нн ETT. Є, 
15) 式 称 为 单纯 矩阵 4 HAHHA. Е, i € a 称 为 4 的 谱 


= SAT Tr = > ҖЕ, 
il 


Ж 
ттт TU 一 了 了 „Ти = TTF =É, i=j 
8) EE — т 
TT, T,T,-TOT/—oO ізі) 
о ZE = STT =T=], 
i=] ЕЕ 
d) BRA = E ZAE; = АЕ, = AF, 
j=l : 
е) Hi E, = TIT? 84 
rank Е, xz rankT', == a, 
Х. 
п = Уа, = ranki. < X rankE, 
тә1 =l 
ax 


а; = rank E; 
+E а, —rankÉ. í € о 
D ЖЭНЕ. € o 也 满足 以 上 要 求 , Мін 
O = ЕСАЕ) = CE AME, = (А, — МЕЖ, 
НІШ, гз у. ЕЕ, = О, 于 是 
488: 


Е, = EJ, = EE) EE, 


ғ. 


= (РЮА = Е = n deg 


ША 的 谱 族 唯一 。 
к) 这 里 给 出 E 船 另 一 种 表示 式 , В ` 
| $00 | 
Gm Ар 
于 是 
Па — AD 
р СА) jai 
EG = EQ Е Fy 
> — А) 
= E, i=j 
Е = 
деу ' О ¿i=j 
Bu 
_ #(А) 
E: = OO 


fii BESA) =a, t aÀ +a +a, АЄ С" 
是 单纯 和 矩阵, HOA 的 谱 分 解 为 4 = Xs. 9 


FCA) = Уго, 


ЕТ 单纯 矩阵 能 与 对 角 线 阵 相 似 之 外 ， XR EZ Ha BE tB, 
Я ХХ HMHE? РЕНН. 


533 正规 阵 及 其 分 解 
ем АЕ Св), Ж 
ШЕ 80. 


АНА = ААН “(АҒА = AAT) 5) c 


Ш А 为 揽 ( 实 ) ЕЖЕ. 

显然 , 埃 尔 米 特 矩阵 (4 = An, pR К ЖЕ 
СА 二 一 A"), ERECT = АН) 都 是 复 正规 阵 ; 对 称 和 矩阵 (4 
= АТ), А ҚА-- АТ», ERER CAT = АТ) 都 是 
实 正规 阵 。 НЕНЕН. 000 


в 1 1-- 2: 
Кы 1 ) 
显然 ` 08 
АА“ — АНА = { Ро. 5-5) 


ix ARERR (EL 4 in PUR REORATOETERE, 
定理 1 设 AEC*", 风 4 为 正规 阵 的 充 要 条 件 为 ;存在 
есе, 使 
| A —UAU* 
其 中 A= diagh, А, +, AD BOXT SAGE AC € n) АНУ 
Wk. | 
ЗЕ СЕН H ARERR, н рн 
so A= URU“ 
其 中 器 ЖЕ, 为 上 三 角 阵 , 且 其 对 阴线 元 为 4 的 特征 值 ， 
于 是 
| | АЯ = ОРОН 
ËF ААК = АНА, 有 ` 
ЕВ” = R"R 
ЖК = (r, Ұлжан RR = (07) ннз ВНЕ = GI; Dus s DU 


= з = 3 Eira + Èi Г = Уга 


- 90: 


= 2 Білуі 十 > 17 |? = ITE 


但 一 i € n, de r0). ЕЖЕ. 
хия АВЕ, 

充分 性 А = UAU", U 3 B EE, A = diag (À, , " 
AJAG E D M АВЕ. М = 

A" —UAU"UAPUP =U AA 

| = АРАШ —U APUPU AU" = АНА 
РАЕН, I 

ШЕН ЕЕ LIE ME RE tE DJ Pe un Fg it ТН. 

ЖЕ? RAEC., AGE) 为 4 的 相 异 特征 值 , 则 
本 是 正规 阵 的 充 要 条 件 为 存在 so 个 正 交 投影 EG Є с), 848 

14- 


Е.Е, = Ej); $, = з г, 
а) -— Ед 
ы EE-IL 
Oo A= АЕ, 
证 ”必要 性 : 设 4 为 正规 阵 . 由 定理 ) XQ 
А = АЕ" 


ЖОЖ АПРА ТЯ 
` | U = САС 
YE UE, = I. * А U, 一 AU, G е ө М 令 Е; шш UU," + 55 


Е, -- E," = Е,? ге а 
Е. г Еос. H 
ау ЕЕ, = UUPUU, = Eð; 


Ð =" = УИШН = ЖЕ, 
еті Pd 


2 oi . 


с) A= UAU" = АШЫН = ХА, 


充分 性 ; ЕЖЕ, = Е" = 一 ЕЁ G е 2. 且 满 足 定理 中 的 
ay, b), e), РЖ 


a" = (ŽE) (È ХЕ") 


即 4 是 正规 阵 。 
内 以 上 两 个 定 更 看 出 ， 正规 阵 必 жаан. HER F 
Е. - 
定理 3 设 ЛЕСЕ. BH 
a) NF A5 A" Е-Е. U" AU.U" A U 
Exi fais: 
D 有 4 是 单纯 短 阵 ; 
c) Ж Ах-Ах. М AU x Ах. ке, 
d) Ж.Ах--Ак, Ау= шу. x58. ут, Азр. ЇЙЇ 
Gr. y) —0 
ME a) МАО ABERE, МТТ ЕЧ РЕ С. 使 得 
A=UAU" 
其 中 А-йар(А,, А, +. ADADI ART AGED E 4 的 特 
征 什 ,由 此 可 得 
A" —U^" АНУ 
БА. A"—diag(A As АНХ A RAGE по АҒ 的 持 
ШЫҢ; 
5) 因为 此 时 4 相似 于 以 А ЗЕ Хх fg у 
角 阵 , 故 4 是 单纯 阵 : 
* 92 a 


алдыдан 


з — BEU-—(OU,-U..FdÉ A U,— AUS H a) 有 
АО, —AU, ВА Ах= Ах. АР Aue, х0, 
d? 由 
(Ax,y)= (Ах, y) AQ. y) 
CAx 3) = (к. AV y 9 — (x py = au(x. y) 
得 
(1-р) (к.у)=0 
由 于 Аз, Ж lee, 所 以 (х,у) 0, 

”正规 阵 的 两 种 分 解 形 式 在 结构 上 与 单纯 矩阵 的 两 冲 分 解 
EAH EL BEARR PERH ARM. 而 正规 阵 与 
对 角 阵 百 相 似 。 НАХ. 正规 阵 的 谱 分解 中 , ЕН, 
单纯 矩阵 的 说 族 不 一 定 具 有 这 一 性 质 。 正规 阵 的 特征 子 空 间 
жете. 


$3.4 埃 尔 米 特 矩阵 及 其 分 解 


BE R ЖЕРЕ ЕЕ ДЕЕ ЖЯ БЕ. 国 此 它 上 共有 正规 矩阵 所 具有 
ЗРЯ ӘР, НАН ЕР, 这 种 差异 将 在 
区 王 对 埃 尔 米 特 答 阵 的 性 质 讨 论 中 得 知 。 埃 尔 米 特 手 阵 是 丁 
空间 给 定 的 内 积 在 选 定 基 下 的 矩阵 ; ЕЯ ЗА АОН 
ER. 轩 此 应 用 十 分 广泛 。 下 面 讨 论 它 的 性 质 及 复 二 次 型 。 
定理 1 ЁА=АНЄС"х", W 
а) «Ах. y) — (x. Ау) Y xy €C 
5 АНН УЗЕ. 
证 o 显然 。 
b) OaE. Н Ак Ах, W 
(Ах. = (Gc x2 =Я(х.х) 
. . 93 • 


` CAx i == (x, Ах) — AC x ж) 
于 是 mE Е 
(2—4 (х.х) =0 
由 于 79, BO: 230720, МЫ А—А=0. ВАЄ. 
推论 # А-=АНЕС”", В гавкКА=х. ШАНЫ 
73 


一 了， 
| | | O) 
„АЕ. ША 是 正规 阵 , BOE YES PEU. XXE fü lE A 
diag (А, As =, ХДЕ В, {Е n. 使 得 

A=UAU” 
ХН Ғ rank A= rank Ак, АХ ДНЯ НАЯ, 个 不 为 
Ж, 因为 它们 都 是 实数 , 不 妨 设 其 中 ao, jE р. Anse. 
HABD ЖАҢ, AL m Аа = A =0. $ 


ГЕН АСУ | 
1 Мейінр (иі. дь, tta, Ш» Е. 1. ==. 1) 
TE 

I, 
A= | 一 了 м" 
O 
BRAT-UM,. 则 
p 


294. 


BÉ p H ATE— Wig ЮЖ А 的 正 惯性 指数 ,而 a 一 
"一 p 称 为 4 的 鱼 惯性 指数 , 它们 均 为 合同 变换 下 的 不 变量 。 
Я: ЖА--А”ЕСЗ. 则 A 的 特征 值 为 纯 虚 数 。 

证 Я Ах-Ак, x40, ШІН | 

САх.м)-Абх.х) | 
(Axx = — CAP x х) = — (x. Ах} = — Ac. x) 
得 | 
(А+ А Cwe = 0. 
RI 302-0, Ё А--А-0, ШІ Ке(2)-<0. 所 以 4 为 纯 虚 数 。 

在 复 二 次 型 {也 可 称 为 埃 尔 米 特 型 ) 中 . 正定 二 次 型 应 用 
最 为 广泛 , 它 可 用 来 定义 内 积 和 范 数 , 也 可 用 来 刻画 力学 中 
的 能 量 以 及 系统 中 的 品质 指数 。 

EX1 E A-A"CC"",. {ЕЙ gx € C". 4nd 

FOOD = x" Ax2-0C280) 
则 称 二 次 型 f(x) 是 正定 ( 半 正 定 ) 的 。 

ЕХЕ GE E АЖ ВОН Е APR IE ТЕ > 
矩阵, 记 为 А>ОС>О». 因此 . 复 二 次 型 正定 性 的 讨论 , М ` 
ЖА ЖӘНЕ А 的 正定 性 的 讨论 。 | 

定理 2 设 a= Are C, ДЕЯ. | 

а) АТ; 

5) ARREA SEXE, 

с) AS EBEPEE L 合同 ; 

d) 4 的 顺序 主子 式 全 为 正 。 

ШЕ a=b), Ня А--А”. 故 存 在 西 阵 U, ОМА 9- 
А, ТЕ fF x" Ax tB, 5 ==Uy, 得 

а" 95 * 


fx)" Ay XA |22> 0 


其 中 у= Qui Уг: ч, ж =e, i& X0. гет 
Бо->а) 25; 
贡生 一 5 上) 显然; 
аў =>) Р, == (e ,e s в). A е (0,0,5, 
0,1,0.--. ОРЕХ ACHAMA., МЕС», WI 
(РН АСЕ" Ам>0 
Я А, АЙ k ТЕЕ Т ВЕ. ES дел, > 0, 其 中 
де А, A 的 上 阶 和 顺序 主子 式 ; 
d)-»aYi A c-detA,. 于 是 4 可 唯一 地 分 解 为 
A-ILDU 


Ku TL. Ú aaya F = fi BE ЕЕ АВ. D = 
бар, Ж, c AD = diag (Ai Een дк). 由 于 4 一 
АН, | | 
. A-—Ü"D"T^ 

H А Hat =U, 若 令 


Қ” ЛЕРМЕН 


A-(Q(D*XLDiy =T"T 
其 中 工 = (ркән, Вр сй. AT ORE. 
在 定理 的 证 明 中 得 知 , 正定 埃 尔 米 特 矩阵 А. 可 唯一 地 
DEIO 


则 


A=LL* 
* 95 a 


其 中 工 二 2 了 D3 为 下 三 角 阵 , 正定 矩阵 的 这 种 分 解 称 为 楚 来 斯 
Æ (Cholesky). 
FREH E ERR K E PERS TERR. 
定理 3 d A—A"CCUUEX, W 
a) АМ ОЕШУ TAE. 
b А-БІВЕ ШЕЕ, 
Әә AREE ЕЕ Е ЯНУ ТЕ 


а а, а, 
M "2 rè 
( 4) дал €, а 
ірі 
@, @; 
Di K: Gs, 


正定 。 
Нн Тин, 
证 a) НАТА, TE / G0 =x АХ. х-е;- (0. 
шет 
ees 0,1. 0,--. ОУ. WJ m 
e," Ae;— a, 770 {Єл ， 
D М АА. U МН. A= diag А.А. А), 
À2-0G € Did 


A5 —diag( V A sy à Y А, ) 


A —UAU" = АЗАТ" 
= (АЗОН САЗО) = (UATU Y = В? 
其 中 B—UAIU" 显然 正定 。 
o +Ё,= Ge, +e, "e. AES RR 其 中 
| > 97. 


则 


есен, 个 分 量 为 1， 其 余 分 量 为 0 的 = 维 单 位 向 量 ， 
Hiec. 
ізі 


нА А А es 


ныт, 


"." А us € C ERE SR ЖЕНЕ, № 
| Па, > detA 


证 ШЕБЕР ЖИН. FEF= AER 
L, 使 得 


А mLILU 
жаг 工 一 СІ; уз [| 
ац lal Ы 


I а= l а НЙ 
于 是 

Па, > Пи, 2 一 detA 
ЕЖА. EA SE EIE $£ 4 НЕ 
定理 4 d А-АНЕ Сх", WFAA i: 


a) АЕ; 
Ы A4 的 特征 值 非 贷 ; 


e AS(^ ат. r=rank4; 


. 98. 


4) АННЕ ДЕЙ, BD 
ZZ кейі "jo 1 cux n 
n 


tty 

X385 设 A€EA*EC"*" 半 正定 , № 

a) 4 的 对 骨 线 元 均 非 负 ; 

D A=B, ВАЩЕ. 

定理 4. EH 5 的 证 明 与 定理 ?2、 定 理 3 的 证 明 类 似 。 

任意 一 个 二 次 型 均 可 化 为 标准 型 , 即 系 数 矩 隆 的 对 角 化 ， 
在 实际 问题 中 ， 有 时 需要 考 弄 两 个 埃 尔 米 特 矩 阵 的 同时 对 角 
化 . 例如 , 广义 特征 值 问 题 ; 

Вхс-ААх | 

就 是 常 在 4> 口 时 . 用 A. 总 同时 对 角 化 来 讨论 的 。 

定理 5 车 4 一 入 EC 正定 ，B= ВНЕ С", 则 存在 
谐 牧 和 矩阵 个 EC"**, 使 | | 
T"AT-—I, | OD 


T"BT-—4A (2) 
其 中 4 是 对 角 线 矩阵 。 


证 由 4 正定 知 , FERRE Prec. 使 得 А = 

РЯР,ШП 
(P') AP р, (3) 

% B—(P")" BP-', 出 B— B" fg B= B”, 于 是 存在 UE 
Ui | | 

| U"BU--A (45. 
其 中 4 一 diag (А.А, 240. AGE ndi ВИНЕ, чет 
=P U, РНН СЗ) ORNA), (Эз SE, i 

90. 


注意 ”由 于 det4>0, X ` 

дес(АГ - B) —detCACP")  AP^! - CP) BPJ 

= det (PP QA – BYP T=det P^)" A(AI— A" BP" 

— det (P? )" det P^ det Adet (AT — A* B) det (AI— A? B) 
MB УМЕН АВ 的 特征 值 , 但 А8 — ЖЕДЕ 
尔 米 特 阵 , ПЕН Ы ДИ ШЕГІН Be— АА» XE А, В ËJ 
为 埃 尔 米 特 阵 且 АО В. 有 

СТЕВТУух- АО Ax— Аж) 
显然 了 “BT ARKE. 这 就 将 广 久 特征 信和 疝 题 转化 
为 -一般 的 挨 尔 米 特 矩阵 的 特征 值 问题 了 。 


例 3 ЕЕ 
1 i 1 1-4; 
A=[_, 路 s=[,_, г! 
同时 对 角 化 。 
解 ” 易 知 4 正定, HdetA—1 
2 —: 
e T) 
Aa (7 Mi 


HASI ЕЯ. B 合同 于 
1--,/5” 
2 


0 
0 1 一 W 5 
2 


Hub WE 4.BEC" 均 为 正定 埃 尔 米 特 矩阵 , H А-В 
* 100+ ' 


ZOCA- B ЕЕ ВЕ Я АРВ). HI 


BORRADO 
证 ”由 定理 6 知 , 存在 可 逆 矩 阵 了 , 使 В 
Т" АТ = Аара ое) 0, iE n) 
T*BT-1. 
从 而 有 
TANT" A" -disg( од) 


TOBY Si | 
“< 由 于 А228. М ARI, МЫ и—10Ен), TE 


іш-іс>0 iEn 
| 078 z 
Bn 
IIcAUDO 
所 以 
-BAT >O 


在 实际 问题 中 , 常 需要 在 一 定 条 件 限制 下 讨论 二 次 对 的 
条 件 衣 值 。 利 用 瑞 利 (Rayleigh)? 高 是 讨论 二 次 型 条 件 极 值 的 
一 条 途径 , 现 对 瑞 利 次 作 简 要 介绍 . 

定义 2 E A-A"CCU', ШЫ 

к,ою = V OFxEC" 
称 为 矩阵 AHEHE. | 

а х" Ак (x, Ах) = (Ах, к) = (Ах, м), ЯН 
Камо ДЕ С" (8) R. 

例 4 X | 


* 101, 


=“ Н Ax EF +. ЕЛДЕ +2 ах: — 2) 
Rum ра Таа 


定理 7 ЖА ASAE СИ, д 
a) (Ах) = R. G) ` V OFAECYY Әзхе С" 


ы minà CA) R Go S max CA) 

с) ТШ езек С iEn., 使 得 
Rau) — ACAD 

d ЖУСАӘСК Я ROMIE, UEU" 
VCA) —V QU" AU) 

证 а) 显然 ; 


5) ВАА АЯ А 的 特征 值 ， Aq. XQ. “° 


х. у 


对 应 的 特征 向 量 , ОПТ СНИЖЕЖЖ, ie U — 


(ху xz х), HHI 
U" AU = А = бар (А. Aps t sAn) 


саға» _y UC ТАСУ — Ay 


Нұ у” У y Y 
avo 
y. y T- ру. «СА m max CA) 
同 理 可 证 
ВАА, = minà СА) 
O R Ана en 
d) ÍffHRaCcVGOD, ТЕЛЕ 05а ЄС". 使 得 

| a= R бе Ам 
Xp "Heo 


显然 存在 етк" Узе TEE xs = Uyo 于 是 
”102» 


Y О Ару, — 25 ! e vy" AU) 


ШІ VCAXCV QU" AU) 。 反之 ,可 证 VGUP AU)CV CAS. TE 
ау. 

作为 本 节 的 结束 . МНР“ 广义 正定 矩阵 "的 要 全 
及 部 分 新 结 

хая. УБАРА ЖЕ ЖЖ 
МЕР ЖНЖ ШИ. АШЯЯТГ ЗЕЕ 
EER AES. 

定义 3 j ACR, ЖУРН 95606 К", Фр 

x Ax 

则 称 A 为 正定 矩阵 。 

显然 , 如 果 4 正定- MJ AT BEE ME А. ВЕК” 
正定 , М 4 十 B 也 正定 。 

iRA-S-K. 其 中 S 一 十 (4A 二 A'), Kl — АТ), 
并 分 别称 5、 天 为 4 В НВ, | 

定理 8 i ACR, Wj E 

а) A 正定 的 充 要 条 件 为 其 对 称 分 最 3 正定 。 

b) АНЯ УЕ п Br n НР, 使 得 


т . 1 21 i 1 4, 
Р AP—diag|( E Р | ) 
--а, 1 


LP і 
其 中 ваза Ш®а,>0, 

定理 9 М А=У+КЕК“”". 其 中 人 .天 为 4 的 对 称 分 
ня. 

a) пиіп{АС5) S Ве{АСА»} max (ACS2] 

b) МАТЕЕВ. Ж . 

дег А224е15 +der К 
“103. 


с) 35 A 正定 时 , det A>0; 
a) 当 4 正定 时 ， 


Ел Бей ders( 1 m "n )) зен 


其 中 в. I “Jantan ват, 


e) XA EXW. 4 -也 是 正定 的 。 . 

定理 8、 定 于 9 Е НВК 
1985 年 第 三 期 , 李 籼 生 所 发 表 的 ( 实 方 阵 的 正定 性 一文: 

定义 4 É AGR, ЖАНМЕН 06x € К", НЕ fü 
矩阵 D= D.>O. 使 | 
x D,Ax2-0 

则 称 A ЕР, 

EII EEEE Ps: 满足 定义 3 екенын 
A Pa 满足 定义 4 的 正定 短 阵 类 ， 34 D, ух 268509 Pos 
ERBA РЬ... 

定理 10 PCPICPCPn。 

定理 11 B A€ R, 则 下 列 条 件 等 价 ， 

а)» AC Pp 

D 4 的 各 阶 主 子 式 全 为 正 ; 

су 对 任意 的 Өжхе R", № у= Ах, ШИН ЕЕ 
n), Жалғы>0.Ңфт. yw 分 别 为 x 与 的 第 个 分 量 ; 

. dy ЯН Өкхек. 都 有 非 负 对 角 阵 Н.>О. ій 

кҰН,Ах2бу | ` 

e АНШ-ТЕТЕЕШІЕФИЕН ЖЕ: 

D НЕЖИН 0556 К". ЖЕМЕ р=р.>О, 
使 得 aA DaO UC 

. 104 * 


5) МИН 0966 R", ВНЕ Н.О. 使 
得 wx АТН м0; ` 

АУ A'E Pp 

р ЖЕН n t EXT fg E Di 与 D,, 都 有 DADE 
Pm 

JD. SERI) 82 x€ А". WAERED D, 
Оха, (8 

мїр„А| о kn 


定理 12 AER, DH n ЕЗУ. MUR PIX 
件 等 价 : 
а) AC€P; 
B) ЗНЕЕ—Т n МЕН ЖЕ Di. DAE Post: 
с) АТРЕР, 
d) DACP, 
e) D AEP: 
D AD'"EP, 
gy A'€Py 
АУ HEEK n ЕЛЕНЕ 与 D;, HA 
D, AD. € Popon, ті 
DO XSHEEDGEXE AERE Di. ADE Popi 
D XLABSEECET SE A. ЖЕНЯ D 0.88 
А: Е Рь, 
定理 10, 定 理 11 及 定理 12 的 证 骨 , 请 看 4% 数学 学 报 } 杂 
志 1985 年 11 9, BERRIN 广义 正定 矩阵 ›—Х. 
其 上 内 容 是 自 1970 # C. R. Johnson 推广 正定 算 阵 概念 
之 后 ， 我 国 数 学 工作 者 取得 的 新 成 果 。 
“105... 


$3.5 ”把 阵 的 最 大 秩 分 解 | 


PLE 8 A5 п М ГЕ НӘН. 从 本 节 开 始 ， 
MALAR FEES к. 

ROW ia HD AC C"*" 分 解 为 两 个 与 4 同 秩 的 因子 
的 积 的 具体 方法 ,并 讨论 不 同 分 解 之 闻 的 美 系 , 它们 在 让 义 
道 矩阵 的 讨论 中 , 将 是 十 分 重要 的 。 | 

定理 1 ЖАЕСФ, НЕЕ ВЕС, СЕ С. 
使 得 

А=ВС | 

证 设 AGAS. АДР, Нн АЕ СТ”, БІН A ñ r 
НЕЕ Е Я К, АЗ AWA n — r ЖІ ІШІНЕ 
ВЕ. PECH 为 初等 列 变 换算 阵 之 积 。 由 于 А.Я А, 9 
列 的 线性 组 合 , ЕТЕНЕ Dec, 使 得 

A= А, 
于 是 
A= Çn, Au DP = AC, РУР 
n | НИ _ 
B= А. С=(1,. DP 

显然 有 Bcc, сесе.н А= ВС, 

矩阵 的 这 和 镍 分 解 . 称 为 最 大 秩 分 解 ( 满 牧 分 解 )。 

定理 的 证 明 过 程 给 出 求 E. C 的 方法 , 可 归纳 如 下 ， 


ЖА 进行 行 初等 变换 ， 化 为 行 标准 形 . 即将 A 变 为 好 下 
形式 的 矩阵 


(D 记号 Crx* KORI BES: СН реВ НЕ т. 
* 106 • 


айы 1,9 k Pl) 
Оз 0 I ex жж gv. 
о... О б 0 Ж.” x 
_ |: о: 
A. =! 0. 50] *- 
бз 
ином Е А. 


«| TTL 
Dj [为 堆 的 行 
| E. 
: | [全 为 零 的 行 
61 
TE PTERA 


itRSS 1 НЯ ОСЕ r2, 于 是 4 中 б. B; 


eR, Я ЗС ЗА ВЯ mox e БШ ЕД 


是 B, 而 在 Ала Ж 


下 而 的 ”一 ”个 元 素 全 为 上 的 行 外 , 所 得 的 >Xz ИЕ РЕН 


C, 
Dii хим 
1 а- 5 $ 
- 2 9 —& о -| 
—1 2 0 O 1 
1 -2 -і -і EM 
ПХ, 
ME 将 4 进行 行 初等 变换 ,化 为 行 标 准 形 
10023 
42410 1912 
09 11 5 
00000 
TER 4 НИЯ ӘРЕ 
Б 4 —1 
a 2 0 —4 
—1 2 0 
L1 —2 —1 
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再 取 4 的 行 标准 形 的 前 三 个 非 零 行 ,组 成 矩阵 
1 0 0 2 3 
| -| 101 I 
| UC 00115 
容易 验证 A— ВС. . 
对 于 年 阵 的 性 质 , 一 般 * 行 "有 共有 的 性 策 ,“ 列 ?也 具有 ， 
例如 , 在 例 1 中 , 将 4 进行 型 变换 化 为 列 标准 形 得 


1 ù 0 0 0 
о 1 0 0 0 
A 0 0 1 0 0 
-4 $£ - oo 
于 是 , ЖА d ТЕЗ 
0 0 
о 1 0 
Вер o o 1 
-L 3 .3 
5 10 5 
再 将 A 的 前 三 行 取 作 因子 
1 4 -і 5 6 
б=| 2 0 —4 0 —14 
—1 2 0 0 1 


容易 验证 A=5C, Н 
rankZ—rankC—rankA- 3 
HIT T. ERE 4 的 最 大 秩 分 解 不 是 从 一 的 , 但 最 大 秩 
分 解 之 间 , 有 如 下 关系 。 
定理 2 Блсс.н 
A= BC= ВС 
” 均 为 4 的 最 大 秩 分 解 , 则 
. 108 “ ` 


а) FEER ОЄСГ", 使 得 


В-Во.С-ӨО- ` | a» 
B) C'"(CCHI)^ (B By BH = C" (Cry (B)? B* 
(2) 


dE о) 有 8C 一 BC; 有 
ВСС" = ВСС" 《3) 
XH rankC= rankCC" =r, СС“Є С, 所 以 矩阵 CC" я, 
# C CIR IRIS CC- в 
В= ВСС" CC = ÉQ, (4) - 
其 中 Q ČC СЕЗУ, | 
同 理 可 得 | 
C-—(B'B) BBC =Q, (5) 
其 中 QQ—UU"BY^B5"B, 
#04). Л ВС-ВСЯВ 
| BC = BQQ.C 
Еки", НС" 得 
Re 
хат BUB, CC" 均 可 道 ， EARRAS СВ" В", ж 
m (CE 
| i= 
SQ. Q. E rF Ee Qu -Q. M Q,-Q^. В) 
жм; 
(P 由 (1) 有 - 
C"(CC"Y' CB" B)! B" = (QO CQ CQQ! C)" 3 СОВО)” 
x (BQ) HO — C ca y co (080971937 
XQ A DQIQ B =T URT ӘЗ (o0) 
xQQ (GI DQO CQ B" =C CC i B^. 
* 109 • 


即 (2) 式 成 立 。 
ООН, BER A 的 最 天 秩 分 解 星 不 唯一， 但 由 最 大 
秩 分 解 所 作出 这 种 形式 的 乘积 на 
CH (CECY) (B^ B) вк 
是 相 局 的 , ЗЕНА КЛЕ S ELE НВО АН” УЖИНЕ 
ін AWER, 


536 БЕШ QR 分 解 


1961 Æ J.G. F. Francis 提出 求 一 般 窍 阵 全 部 特征 值 . 特 
. 征 疝 量 前 最 有 效 的 方法 一 一 QR 算法 , РЕГ ХЕРНЯ, 
最 小 二 屠 友 题 等 方面 都 十 分 重要 ,其 基础 即 矩 阵 移 QR 分 
解 , 这 里 愉 给 出 分 解 定 更 。 

定理 БАЄС,"х", W A 可 分 解 为 

A=QR . 

其 中 oQec7". B Q'Q=IL, RECM 

ЖР 4 的 这 种 分 解 称 为 QR 分 解 。 

证 设 4=BG 为 4 的 最 大 黎 分 解 , UT Büjr 个 线性 
无 关 列 进行 标准 正 交 化 知 , 存在 可 逆 上 三 角 阵 D. 使 得 

B—QD 
Нв ЄС", Н QQ=1, DEC?" X EZfE. 2 DC ` 
—R, 则 得 ш | 
А-Ов | 
从 上 述 定理 可 知 ,4 的 QR 人 分解 是 一 种 特殊 的 最 大 秩 分 
Ж. г. 2. 
推论 1 # AEC", 则 4 可 唯一 地 分 解 为 
. A—QR | И 
Нее C=, H Q"Q—I.. REC Ө АЛЕЗ йлн Е = 
410. 


角 阵 ， 
证 将 4 的 > 个 线性 无 关 列 标 蕉 正 交 化 即 得 * 
A-—QR 

其 中 人 EC B оо-і.. кесе ЕРЕТІН 
ЉЭ. 

现 再 证 这 种 分 解 是 唯一 的 。 设 4 有 两 种 上 述 分 解 “ 

A=Q.R,=Q.R. (D 
Eu 
АНА = RR = R." R. 
H A€CT" М АНА EE, dh $ 3.4 М, 正定 矩阵 AA 的 这 
种 楚 来 斯 基 分 解 是 唯一 的 , i R = Ro X H T: R. 与 Rs 可 
xi. ШС О-О. 于 是 这 种 QR 分 解 的 叭 一 性 得 证 ， 
x 推论 2 к лес MJ A 可 唯一 地 分 解 为 
= 10) 

Нтоес/ ноот, Lec, 为 具有 正 对 角 元 的 下 三 
ВЕЕ. 

证 明 可 仿 推论 1 的 证 明 。 

НЕ EUR. FE 4 ú5 QR ТЕРЕ 和 ,显然 
ЕК РЕ. 

М поляне 


Ax-—b 
其 中 
112 
А- 121 = (IOS) 
113 
233 
a; — C(1,1,1.2)7. a= (1.2,1,3>", q= (2,1,3,9. . 


4111» 


_ (1 1 1 2y — {——3—. —2— 
в = (ттт 7) в = [ №35 V35 
1 y һ-(-- 1.0.3. -y 

\ 3557 15 Ұ/15 Ұ/15 15 
于 是 令 
| ài 3, __2_ 
| 7 \ 35 №15 
|1 _4_ 1 
о- 7 ұй V 15 
li _ 3 _3 
7 W353 15 
2 1 __1_ 
т A35 Vis 
得 
1 10 12 
17 7 
5 8 
= -]0 — 一 一 一 
R—Q"A №35 W35 
3 
0 0 — 
VI 
1 _2\'35 _4\ 15 
7 3 
1 (/35 8 V/15 
R 0 5 15 
о 0 vas 
TA 


112- 


1 


X= GLT ty) э b—(1,0.2.1)7 
Ж а.о. а, ERHEXEGE4EDS ` 


sk 


x= R нра (-1.0.107 
$3.7 ЖЕЕРУЕНЕЗНІЕ 


矩阵 的 约 当 标准 形 的 重要 性 已 为 人 人 科 所 公认 ,但 它 有 两 
点 局 限 , 一 是 它 只 是 方 阵 的 一 种 分 解 : 二 是 虽然 约 当 标准 形 
是 一 恬 呈 的 上 三 角 阵 .但 它 仍 不 能 象 对 角 阵 那样 方便 。 人 们 
的 研究 突破 了 这 两 点 ,获得 了 新 的 矩阵 的 奇 值 分 解 , 它 在 更 
代 和 矩阵 理论 中 的 重要 性 是 不 言 而 喻 的 , 近年 来 , 古典 控制 中 
的 频率 法 . 正 是 由 于 有 了 矩阵 奇 秆 分 解 的 帮助 而 得 到 了 新 的 
发 展 。 这 里 只 给 出 分 解 定理 。 

定理 1 设 AEC"*", 则 

а) АНА, AA" 的 特征 依 均 为 非 负 实数 ; 

b) A"A 5 AA" 的 非 零 特征 值 相同 。 

证 2) МӘкехе САҒА 的 特征 值 4 所 对 应 的 特征 
ИШ. АНА 为 埃 尔 米 特 阵 , 故 为 实数 , Н 

0 = (Ax, Ax)—(x. AF Ax) — (x, Ах) 
=А(х, x) | 

由 于 x50. ikad, В 0: 

相仿 可 知 444%. 的 桂 征 值 也 是 非 负 实数 。 

b) W АНА 的 特征 值 售 大 小 顺序 编号 为 


АБА, ШЕ ADA =, =. == А==0 
而 AA" ҚАНА ХӘТЛЕ 8 
M. et RT нас iar Um gc 


R vx € CG r) АҒАР ФЕН AG € D BOXER S 
待 征 癌 量 ， ШІН 
АЯ Ax; = Ах; iEr 
有 
-113 


(AA" AD x; SA Ах; гт 
В Акт. РЖ АЕ АА” ДЕРЕ (Я, НЕ AA" . 
.的 非 零 特征 值 也 是 АҒА 的 非 堆 特征 值 ,如 果 还 能 证 明 А” А 
5 AA" 萌 非 零 特 征 值 的 代数 重复 麻 亦 相同, АРА H AAT 
&jdESeTR OE SER Y. 为 此 , уі. уз. s. y, М АНА Я 
ETER 0 的 线性 无 关 的 特征 向量 , 由 于 АЗА 为 单纯 
Bk. Mo BD A 的 代数 重复 度 。 БӘ, Ay G€ 2) AAT 对 应 
于 2950 的 特征 向量 。 为 证 这 些 特 征 向 量 线性 无 闫 , 令 
Ay Ay RS Ау n +Ë „Ау, = 
Вр 
ACy yarn y DK B 
其 中 ЕСА, 8,07, 于 是 
| АН А (учу t y, )k—=0 
"Aris yes k == 
已 知 47-0, kk | 
Суу ya, ser y 0 
Er у, yz. rt. у, ТЕЗ. Ék k==0, Ш Ауу, Ayn +", 
Ay, 线 狂 无 关 , НИ А В AAT М р 走 非 零 特征 值 , 证 毕 。 
XXI d лесу”, АНА 的 特征 值 为 
PP Me А == A. = == ша0 


则 称 mn 一 W СЕРЖ А МЕНЕ. ` 
由 此 定义 可 知 , 4 与 А” AARNEN. 


Ph o 
1 2 
ec 
0 0 


P 


ESI 


Ж ARENE. 


于 А 
[i1 2 100 5.00 
|е ol | }=~|。 oo 
2 0 0 
000): 
В, AA" 的 正 特征 值 为 5, 故 А 的 正 奇 值 为 V 5 。 
定义 ? d A.BCCUU. ЖЕ SEC， 了 ED, 使 


得 . 
А-5ВТ 
ШЖ АБ BERG. 
定理 2 ЖА, BEC”*" 西 等 价 ， 则 A 与 有 相同 的 正 者 
fi. 


证 由 于 4 与 BB 西 等 价 , AA" 5 BB" ІНІМ, 于 是 
AA", BB" 有 相同 的 特征 值 , 因此 A 与 B 有 相同 的 正 奇 值 。 
定理 3 М АвС/". WFE СЄ", VC Un", 使 得 
| а-0(2 MI а) 
оо 
Jeri. A=diag(8,, 8. -“. 8,2, 8), д, =, 8, 是 一 组 复数 ， 
H 
id; {Єт 
ае) AGES. 
的 式 (1) 形 式 的 分 解 称 为 4 的 奇 值 分 解 , 它 表 明 4 与 
一 长 方 对 前 阵 酉 等 价 。 
ЧЕН АА” 是 正规 阵 , 故人 存在 UEU™*", 使 得 
ондаи (^5 2) 
о о 
“за = (77), UEU, U, G€ Uw 5, h F ААН, = 
O, AWA 


4115: 


АҒ, = OO. m=)" U;"A == (О) exu 
4 V, = АНИ А", 
уе нұ —=А-ЦАНААН, А” н =}. 


у М, EU 4& УЕ И, у (уу) Єрт", 
则 有 | 
УГУ, = АЧА” АУ, = Orxan ` 
АЯ. 
U," AV, = Oen 
故 有 
U,“ ао 

| отлу 7", Jaw vo (6 o) 

MOREY. 


#12 RALPER A 的 奇 值 分 解 。 
ж 由 例 1 已 知 А HERH а-у, B] А-О//5). 


о 
| ° 

о 

Ж AA" НЕМЕН А--5. АА, 0. ЖАНРЕ E nT Sp S) 
取 为 


B.m 


AA"— 


= © ou 
5 б о 


х=) = (1.-0;0)7, x=: = (0.1.00: 
Xa fa = (0.0.107 
由 U == Cei e 24) = Is, 其 中 7. == Се). {7»== Сез. ex), М, = 


1 
уды Ы (ӨР уш ият. 


“16% 


у:=| | 
vs 
于 是 

‚ о ойу a[- -2 
| MEE REA 
A-|0 1 9] o oll , 1 
ооо Ol vg vg 
定理 4 (ИЛИЯ АБС”. 则 可 分 解 为 

Ас--СО- УН 


其 中 С.Н 为 半 正 定 Hermite 8 BE, U ЖИЕ, 
证 由 定理 3 知 
А = (5 = (5 MIA 


4 
G-u(? o)": 87v (5 ol" ' 
U=U,V,“ 

ІНЕН ЖЕКЕ 23 


UV" =UV VO UU," =] 
由 于 篇 幅 所 限 , 还 有 一 些 重要 的 矩阵 分 解 未 能 介绍 。 例 
如 ， 程 指 军 同志 证 明了 任意 域 上 的 方 阵 . 都 可 分 解 为 两 个 对 


ВЕНЕ R SED, 


ХФ «ЕЖЕН MEZ8SSESLUD. 19857A. 
4117, 


ям = 
mE ELI EA.: 
r +=r,+?2z,+3r,=1 
Br 一 工 :一 了 一 QT 一 一 人 
2x, H3 — r; — 0,— —6 
жа. — r= 一 村 
二 、 ЖЕНЕ SURE MERE И. 


3 7 -а 
1. | А-|-2 -5 | 
| -4 —10 3 
4 5 —2 
2. ЗЕ —2 | 
—1 -і1 1 
三 、 用 求 约 当 标准 形 解 微 分 方程 组 : 
Өл zn +=, 
+ dr, 7 
== iz. n 
M =. 2x. 


四 、 试 证 , 21 АЄС "ВАНЯНЫН № GC. т. е, 


‚ 分 别 为 的 代数 重复 度 与 几何 重复 度 ， 则 
1. detA = Ha 


2. trA = Em 


五 、 求 单纯 矩阵 
ESL 


`= 29 6 18 
|=" 5 12 


—40 8 25 


[r9 ps T 
Ж. 3 AGES) HIEI AC СНЕ, HEJJ G 
EDE АНА 5 AA" 的 特征 值 。 . 
+. ВА, ВЕК”, А=АТ, В= — АГ, C= A+ B, Ж 
а) СЖЯЗПЕЯФЕЫ 
8) АВ= ВА 
с) АВ= – АВ» 
А. Ж ASAE ER. MFEER а. B. 使 得 
ax" х= x" Аххх ү хЕС" 
J. В А, ВЕ С" АБ КЖЕ Ж. Н А>В>О. К 


det Adet BZz0 
‚ ВА, ВЕС" ЖЕ ЖЕНЕ, WI АВ 为 正 
веяния А 5 B 可 换 。 命题 对 半 正 定 
А. 
+—. ЖА, BECH е Л ЖЕРШЕ. В BEE. & 
ЇЕ АСАБ ОЭЗ. H. 


max xA 
xU Bu 


*—maxACAB7!) 


B min A = пил С АВ” » 
十 二 、 кирин: T. 使 


т 060 1) 


+119 > 


并 求 
2 ly 
( )) 
Tz. W A= A7”€ R>, жн ху, x, € R", 使 得 
xj  Ax,2»0, x Ax, «0 | 
则 存在 Фе А", {Ш 
: ха Ax =0 


TH. Ж А--АЗ, B=B" ECEE, W 


а) АВЕ, 
b АВ=(АВ)" М, AB 正定 。 
+97. 求 
21 —2 3 
zr 4 1 | 
2 5 —2 4 


BECK TRAE RE. A= BC. НЯ 
C'(CCT Y (BT B) BT 

十 六 、 求 十 五 题 所 给 矩阵 A 的 QR 分解。 

++. RHES ER 4 ІНЕ. 

А, ВЕ: 对 任意 的 A， ВЕС", AB 与 BA 有 相同 
的 特征 值 。 | 

+k. АСС, H Ак у.с ЖЕ. [5] A 可 对 
角 化 吗 ? 

二 十 、 试 证 АЕСЗЧЕНИ ЖЕН A 可 分 解 为 4 一 
50-05. ИНО ХИ, S 为 半 正 定 Hermite РЕ, 


120, 


"hee 


第 四 章 Етене — 


在 线性 代数 计算 及 建立 矩阵 分 析 的 基本 竺 您 等 方面 ,向 
量 与 矩阵 的 范 数 起 着 黄 基 的 作用 :因此 是 十 分 重要 的 谷 本 概 
念 。 本 章 将 介绍 向 最 与 矩阵 的 范 炎 及 其 性 质 , 以 及 范 数 .测度 
在 特征 值 估计 中 的 应 用 ,当然 ,从 这 里 我 们 将 获得 具体 的 线性 
МИЯ. 


$41 ЕН 


г] Bk d Sk E: Л Жн v] NAER. EE 
рч ERZS 18]. НЫ ЖЕ X Ie t by KC BE — Е, ВЕ [E] HH PE 
向 量 之 间 的 “距离 ”". 是 与 向 景 的 长 度 有 关 的 ,但 * 距 离 " 的 含义 
是 名 种 针 样 的 。 

жиі ВУ С-В ` 

ЗЛЕ Ж. 20 V Є УС) 

БК Е. оі Га 

V acC,V =€ V(C) 
c) BAISSE Е 
x.y€ VC) 
ШЕМЕНІ» A ELERE YCC7? 上 的 一 个 向 量 范 数 。 
f WU х irar) € C" , WJ 


lh A al | 
* 121* 


ІІМ 22.3 про 
well 2Amax [211 
AEC 上 的 向 量 范 数 。 
. 证 对 于 站 站 : lllo; амы Жы Же. X ЛЬ 83 Be , 今 只 证 
| м, переве, | 
29) а... E 
> 对 任意 的 «ЕС, s= — ecu 


axl; = È lax, {#25 = È larla 
= Сир = ШІ! 
с) БІЯ ЖЕ СНО ег ЖЕ 
È ia, TES (Зеро 
其 中 pa JERS BR + L-18 
За + 1x = Elaldal + xb 
+ Зи + xpe Е 
& ist [Xs dy pet 
+ (моа + ре) 
E = [лә + (Зы 
х [ds + ре 


.*. 122 . 


由 于 (pp 一 1)q 一 p: 故 上 而 的 不 等 式 即 为 
[Earl + 5] < ($) 
іші зе? 


+ (Зы: 
pi 
ix 十 у||„ = delle + ВУ, 

н y= (у, нуу Є С" „Аі, Ap] E ER. 

BEC p= Mg s Jill; ВО; p= 28, Hall E JE ES СЕК 
Қош ЕЛЕ X ES 

11.222 = Стах | D* «с lx)? 
= n mex {2,17 = яй 
从 而 得 
fæle < Dell, < ях. Р > 1 
于 是 有 | 
Jim lix, = Б. 
jx E BH (841 Er Sk а р s ЖС] ||, el l apa, || 
х||„ 8T ELSE — p — Eh 5) BbETO EE 
IIxil, ІФ р оо = 

并 且 例 1 也 表明 ,即使 在 同一 线性 空间 中 , ІНЕ AS 13] By Ж 
来 定义 向 量 的 范 数 , 即 向 量 范 数 不 唯一 。 

„ЖА Ко: ШЫ EE б.з.б, Ж У, ССЭ 
РАНЕЕ л В, а = (5 16: „хе V. (Су. м== (=i ...:... "T EN 
ЕС", МАНЕ Х eer OR р 范 数 为 


ш L 
le, = (Blaj)? іңлңр«- =° 
т a 


‚ 123- 


832 设 oO Enst E AiE- IE eR EE М 
Irw AS ІШІП 


t 1 
плаза ( irora)? терке 
мА), 
ШС lA max 1/0 | 
“йы, 


都 是 Ge ЕНУ РА АГРА АУЗ 7E E a] Т.Я 18 EX. 
LÉ Go БРС ЦЕ С, RR. SEE AGO OX B 
Foo ME RESI WISE RESI BUE SCR EE RERE 


NL Hd < (P ШО; еш? 
х (fiora) 
其 中 pg ЕТ, 


证 明 留 给 读者 自己 练习 。 
біз iR A= (аре в" (sË С"), 
Пар, А22 а, 


lAl AGI m? 1 过户 所 十 ce 
ПА [max la; | i€m.j€n 


易 证 它们 都 是 线性 空间 кс CU") КЕНЕН. ЕЗІ 
P= 2 时 ， 称 


Ай, A (2514,18)? 
Ж А ПВ МЕЖ СЕгоһеших) ЕШ CERA 9 АБ Ж 
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#4 ЧлтекЖж%ізіІ-с.ң ыншы a) fE 
Худ Е р P) RETE 六 中 的 范 数 。 

Bis Е КОХ С, Я х= бот, т, 

lel, (Sisi)? орт 
ü pem М It y Ж К Е В" СОНЫ ЕЗ. 
fai УН E еер ‚ x= (1 „ОУ, у= (0,1). MI] 
lx + yli = 4. [ху =}. ШУ — 1 

АПИ: РЕНН. 

ЖУ T НЕЕ | - ig eer SEE] y. CF), РЕВ S 
间 . 记 为 V.CF. | р. 

向 量 范 数 具 有 以 下 性 质 : ` 

定理 1 ДА РЕНО, М 

а) 18| — o | 

Б а У [Пк lyi] V xy EVE) (1) 

c) 设 £i 66.777 “Ел % Va CFAI ИЕ x ҖЕ y == Се, (Es ttt. 
Е). (n ее. c Е" ЕРТЕ 

ОИ 


ЕЯ; 
НЕВЕ, 
证 
aMi8l = [Ох] = odo 
DR syta НЕ S, iig рав" Ж 
læ — yil > xli — dvd (2) 
同 理 有 
ly — xl 2 lyi — ll (3) 


* 125. 


x 
fx — y| = | у » = Il» — xi 
综合 (2) 与 (3), 即 知 (1) 成 立 ; 
cy = жОхе5 时 , 则 . 


(x,x) = Жл <1 
ВИ |, [14 п). ric Зе = M0. RI 
iiu Gnd = 2116 


i--1 


88 >14 $ 上 有 上 界 ; 
d? pu Аха (Ал, Axim Am E F.H 
Ax = (£67 .6)Ax € V.CP) 
МИ Ж 


х + Ax] — Дж < Ах) = А тат | 
Ах Ах |= 
iH РА Е 5: Н он pem x 


lim |Axl|, = 0 
Bi | 
lim {lix + Axl — Bel |= 0 
故 d) 得 证 。 
定义 2 ФЕРСРКЕУТІЛЬР P REREN. 
ЖЕМ 0,20, tE 
llis = с М elle Ах Є V.CF? (4) - 


则 称 V. CFR Рта ЛЫМЫН 8849. 
* 126. | 


定理 2 CE 上 的 任意 两 个 向 量 范 数 均 等 价 。 
证 ilb ХУ, СЕ ЕВА Е РЕН, H E 
理 1 的 DOA ЕАО 655, (Е.В ` 


ШЕП 
960 = Wl 


Ж 5= (x | x" x—1 E EXT Hell Еа. F 5 是 有 界 闭 
Ж, ху S жя. В 存在 常数 k >o, 19 
ФО») | 


即 
Ма]. << хі, 
ІЛЕ FT GE | ТЕЛЕЗЕ ЖГ 2,220.88 
llxll < kalaha 
国 此 Tc? 上 的 任意 两 个 向 量 范 数 等 价 。 | 
注意 ,向 量 范 数 等 价 定义 中 的 不 等 式 ((43 式 ) ,也 可 改写 
Pg E tE IF NERO om М. 
тікі, < hel < Mlh 
FJ Rt T Rr g^ ЕНТ”. ЕШ Sed l ОРЕЛ ede |, 
也 相应 成 立 。 


54.2 ЖЕСЕМ 


在 $4.1 例 3 中 ,给 出 的 тя 维 线性 空间 РСЕ КЎ Р 
=C) Ей ЯА, ПАТ, ПА), CA C Foxx А E 
TES SE BUB GERD . e ЖЕТЕ Ен Н ET ЈА Д 55 ЕЕ 
算 . 但 者 把 4 看 作 和 矩阵 集 合 РИН Е, ЛЕ H EE 
的 乘法 运算 ,或 者 从 矩阵 分 解 的 角度 考虑 ,一 个 方 阵 的 范 数 与 
其 分 解 的 各 因子 的 范 数 之 间 , 应 有 一 种 确定 的 关系 ,例如 ,为 
THEBE A.B ВУАН. В Ж ЗЕН AB HESABI 要 

` = 127 ° 


求 有 . 
ПА = 1АЦІВІ YA BEP 


对 于 | |- 就 不 一 定 满足 上 述 不 等 式 。 例 恕 取 
1 1 1 0 

A-( | в-(| о) 

2 0 、 
Ав (5) ЛА. =. 180. =1. АВ m EXER 
等 式 就 不 能 满足 。 

ЖМ ЖА, ВЕР НВ. ГА. HRE 
а» А0 V OZ A6€ ғ” 


bMeAl—leHAl V a€ F.V АСР" 
А-В А|-+18| Y A ВЕР” 
ау в АВ] У А, ВЕРХ" 

则 称 映射 | 为 F EIEREN. 
例 XA-—QQCF'"'"G 
ПАП. 22,211 


Alp A SD layl?) 

ПАЇ, бл max Jal 
则 它们 都 是 矩阵 范 数 。 

ut НР НЕБЕ НЕ 
相似 , 故 它 们 满足 年 阵 范 数 定 义 的 前 三 条 是 显 热 的 . 现 只 证 它 
们 满足 矩阵 范 数 定 义 的 第 四 条 。 


| \лз\„=2>| 5аһ|«Х55 [аа l lb 
(EE lo) EE) = lat, inti, 


4128. 


їлзї,=(2 |За) 
<L >> Š las | löy) T? 


—H-1 4= 


<[22( Ха) St) | 
=(2Ў ИрИ?» БЫ 


= АВ, ` 


ВІ... = тах | Zaaba | 
+7 ксі 


кеп max 2, [а 15s] 

=< max #4 шах [а |18,1 

дең max laa [л max ^i; = А, АВ. 
与 向 量 范 数 相 似 .矩阵 范 数 也 具有 相应 性 质 , 由 下 述 定理 

给 出 。 

定理 1 设 4,BER<" 风 
a) {0..0=0 
ЬУ ABiH IB] 
с) HAWE SAI AIL ED ES R: 
а) ПАРЕ 86р 8, 
e) ЕЕЕ S pq TAE РЕВ IS. 
ЕНЕВ 5 ETEEN, 
AERE. [А] „Я, CRA РИМЕ. 
定理 2 Я AEF, 
a) Ж A=) № 


+ 129. 


[Г = Жө? 
其 中 dJali-aa 是 六 中 的 向 量 范 数 。 


b) А, cA" A— A CAP) 
oO 对 任意 的 已 .YEE““", 有 
ІІ, = WU” AV], = ПАУ], 
证 ауа | 
c) ТАШ, ті А” A—trCAVUU" А) 
—tr(V" APUU" AV) = RU" AV ||... 

同 理 可 证 

ПАЙ, = IUAV” In, 


$43 算 子 范 数 


ТЕЗЕ РЕР rH SE BE AC F"** 除 了 可 作为 线性 空间 КТ 
中 的 向 量 外 ;也 可 和 将 它 祝 为 线性 映射 (或 线性 算 子 ) 4， ғ- 
Е" , 即 

Ах Є Е" V x € F" 
TERRAS r ВХ ЕЕ ЖӘНЕ ЖӘН ТЕКЕ БЕ. ШЇ 
应 有 | 
й Ах =< PTS 

ЖЖ ТЕН ЕНЕ ЖЕ AE РЕ БИШ Ж.Т: 
们 各 自 取 的 范 数 仍 能 使 这 个 不 等 式 保持 吗 ? 若 能 保持 就 称 它 
HER. 
ЖУ : 车 | .| 是 r 的 向量 范 数 ,| ，。 |. B Fe E BERE 
Ж.Н 

ПАх < АИ АЕ Е, Є ғ a» 
"130. > 


则 称 | ia БЕННЕЖІ-ІЕЕНМЕМНЕМ, 
fü IE <€ F".A= (a) ЕР", 


ТЕЛЛЕ 
MW 7 | | 
148, = È$ lasl 
SHE 53 |- l 46695 DERE 


证 DAI. ASPERIS. 故 只 须 证 它 与 | - Im px 
ORT. AY 


їл, = È| Za |< ÈÈ laal inal 
< (22 а) > PIESTINN 
ЧОУ di. 
———— ЕЕЕ 


数 总 是 存在 的 ,这 可 由 下 述 定理 给 出 。 
定理 ! ШУ Е" Б, КЄР". ДЇ 
lA] = max Irl = тах фАА) a» 
是 与 向 量 范 数 |xl| 相 容 的 短 阵 范 数 。 = 
证 此 时 不 等 式 (1) 是 显然 成 立 的 , 故 只 须 证 |All 确 是 适 
阵 范 数 即 可 . 
a) АЗЕО. м. ТЕЛЕ бл | 
Ax, = B 
TR 
ІЛЕ гет >o 


“131 = 


БА — шах Tir == max ` 


= |e |max a [41А] 
ОА В mas 01 


Ы 


тах Ах) +В PM I. Ax || 
пах з] ЕТЕГІ 


+ тах Bxl _ 上 及 十 LB 上 
z |l 


каю АВх| _ ACBx)l| |Вк| 
DAABL- ne үшү “min ВЫ 


AQ] — [Вх| 
"max TEx] так dal 


= 141181 
ЕФ, 7 


Bb SAREEN = Ls Ln t ME FERE UD 


‚ Аһ, = шах las 
м Asl | Sam | 2X a;l iz 
Зву 
азак, (21А {х1 
ША, 5jlel Fs 


А = È Jan = max. |а| lin 


іг A= (a, $t sün)» 则 4= lai 了 又 取 
4132- 


еш (0,77 .,0,1,0, 77 0) li 


дец, = ie 由 = Ае | 


А = max Ам = max Š la, | = tal 
zes ХЦ, | 


HINA ЖКУ |<, A RE RE RR 

prat (E ON НРЛИ А, Аа CEINET „Н |А Ж 
与 和 x 由 相 容 的 范 数 中 值 最 小 的 一 个 ,为 区 别 于 一 般 的 相 容 范 
数 , 则 称 由 等 式 42) 定 义 的 相 容 范 囊 为 算 子 范 数 - 于 是 |4 帆 是 
对 应 于 llxjl 的 算 子 范 数 。 


—— 


lA]. = max V ACA" A) 


证 p х0. 
Ax], хААЗАх 


H 


Нм. xx 
BE LIE pU 
| шах я = max4,CA" A) 
Ж 


141. = тах үй = max УА САНАУ 
例 4 证 明 对 应 КЕТЕ |] MC > 
ПА = тах 2 [а;1 


‚ 133 ° 


证 E к= > | | ==тах 2 ау | 1Sa 
gui i j= 
Алы == тах | Dait | = тах 2, [а | 1,1 
, #=1 ae 


` = тах >, [ад | тах [2.1 = zl. 
ШУЛ ЕСІН l. RE 


ЖА Жаа” [а lef Git Se Remi V 1,9] 
z— (ТА, НД. ДУ, 有 有 | 一 1 但 


ЕР f За” -È las] = # = 11. 


综合 合 以 上 结果 可 知 ， MAL E 11. HATES. 
ЖЕН ИЧЕ АП. RATER. 
定理 2 j AC Fu". M 
a) ағы |у#Ах | | 1. = [у 1 
x.y€ F") 
b) ПА ПА = LATIS ПАЙ 
с) ПАМА = LAE . 
d) 对 于 任意 的 U VEU ™ A 
у ! 14. — IU AV ||, 


证 ay 由 于 
УН Ах] = (у, Ах) < [1-1 Ах), 
=< Ва = 140. 
ПАД, ПАНЫ СІН, ВЕЕ x0, о 1,188 
Ах. = АЙ, > 0 
" | 
_ Ax 
yo = ТАЙ, 
* 134 * 


М) 


Ах)” 
iranl = [Ar Aw = last, = ВАЙ. 


所 以 得 
ПА = maxi [у Ам] | llli: = Ду; = 1) 
HAA | 
I» A Ax] = | УНАх| = |у” Ах] 
= |y" Ax| V xy EF 
X. lly h= liy hes х= llle S= (lllo — 1) BT. 


lAl: = maxi iy" Ax! П) = Йу» = 1} 
= maxi ру" Ax] |ж, = ПУ = 1) = I Al, 
X Hi 
|y Ax | = [GP Ax | = |а” АНУ | 
知 .. 
| AR, = maxi ІР" Ax} |ж» = lyi = 1) 
一 maxt Ex АНУ | | Hells = У = 1) — ПАЯ 
故 有 | 
lAl: = 1 Als = ПАЯ, = | 24), = 1A i 
cO EH SR RETE EXE SCR b). A | 
АЗА s ПА“ TAI; = [АШ 
X Hi 29 


JA" Al; = maxt |y" A* Ax [Ib = (51. = 1) 
> maxi [x^ A" Ax] | lll; = 1} = {А 
综合 以 上 结果 即 得 
fA" All; = ПАЙ 
135. 


di 5) 5 суі 
ВА = ЛАРА, = ААН, = СА 
= АЯН = jv" АН Н = АУБ 
其 中 UVYEUn 而 
{АЛЬ = IU AVI. 

БЕТ ВА TERESE БЕН. ЕЕ НН 
EAE А: ЯН TE B] AB БЕЙШЕ, БЕЛУ. ТЕЙ BRE EE ,能 
БІН ЕРЕН ЖІТІ ЕЕЕ НИЕ УЛЕА У, 

定理 3 л. St E E ЫК. Л ТЕЛЕН pt А. £8 18 

o Axl = ПА. lej 

证 ES; 9-Е, E Š 


o iei == daal V x € =" 
ФР 2350.7 ELSE wa. ЖОН xa^ О... LT 
а > 6 x8 
BOX SEHR се Е.М 
Пах} = Зака“ |, = [п ма". = [eltt 


如 果 再 设 y € FL RU 
lx 十 yj = Кж ужа", = diva" + vail. 
= лач. - Па". = lll + 11У 
“Жап e ЗЕЕ LA. АЗ Я 
[Ах] = Аха", «с AIL ха”. 
= lAl. ial 
ШЕҢЕ, 
945 WIA 一 14l.,, 求 一 与 其 入 容 的 向 最 范 数 。 
Ж Бае (1.0.5.007, = Geni ec. 
于 是 由 定理 3, 有 | 
-136+ 


: Qu 0 
lll = 1а. = В” M 
zx 0 0 - 01, 
= (Зы, 
$4.4 矩阵 的 测度 


与 乒 阵 范 数 一 梓 ,在 系统 理论 中 ,还 有 一 个 经 常用 到 的 
量 , 称 为 矩阵 的 测度 Cmeasure)。 由 于 其 定义 与 范 数 密切 相关 ， 
所 以 在 讨论 微分 方程 的 解 的 稳定 性 ,大 范围 平衡 点 的 存在 性 、 
网 络 数值 解 误 差 的 评价 等 时 ,利用 测度 比 利 用 范 数 往 往 会 得 
到 更 为 明确 的 条 件 和 评价 。 

XX Baer Арея ТЕ. 


ВСА = lim Hr bap -1 (1) 


存在 , 则 称 Ca 为 对 应 于 al 的 А юни. 

ЕН, еі. ІҢ, AK п] Е Г. 点 沿 4 方向 的 
方向 导数 .其 次 ,即使 是 同一 矩阵 А, 由 于 所 给 算 子 范 数 不 同 ， 
测度 gt4) 的 值 亦 可 能 不 同 , 即 uCA4) 是 与 一 确定 的 | 4 相对 
应 的 。 

mi МАРЕ РЕ HE 

ш (А) 一 max[ Вел, + È lasl] (2) 


ЯПА. ХТУ РЕНИ ДЕ 
ИСА) = тах[ Rea; + За] (3) 
ғ іі 、 
E . 


„137+. 


证 НХ 


т (А) = lim aa ШАА 1 


wd $ |8;--ha;; | ] -і 


= Jim я 
mez |1-Fkayi 211] 1 
= lim ———— 
19+ 
max[ |1 Веа,-0(#) +h Зе 
ша li m ИА 
ше h 


=max| Rea; „+È la; 41 
м 


—— 
о ИВАНЕ 


СА? = maxa( 2" + 4) е? 


Щщ ous ША ААЦ —1 
证 uc CA = Jm —— 


max V АСО, FRAC, --hAY)—1 


= jim £ 
+ 

max /А қаз АА e AA] —1 
LONE 

hapt . 

max( 1-44 ( А-ҒА tA) осу) 

-一 一 人 一 一 
н: А . 

mask 4-24) 


1389 


йз 3i А-А", В] 
а) 1А. = шах A СА |. 
b) ,аСА)--шәхАСА) 
c) -уаС--Аз- minà CA) 


证 a) Ab max у TUATA) ах y ACAD 
= тах [А.С А) | 
Ан tA) 


b) СА) = maxA [ maxACA) 
o СА) — maxi СА) = аак С АСАУ 
— —C-—minACA))—min&CA) 
ЖЕНЕ КЕ: 
定理 E ЛЄР", ПАПИ 8, evt | 
a) и#(їу=1,ис—1Л3=—1,и(О,х.)=0 
8) u(ad)—agCA), KEF 
c) ибА+а =p Ata V аЄЕ 
d) ри В) V ABEFY 
e Ас 
Р) uee AERALA) > i€n 
g) |Ах|[-®шах{—иб—А).—и(А)}]|х]|| 
| V x€ F" 
证 a) 5) B Е ЕНЕ УП: 
e dE c желе 


Н+ Ан 
- 2 lim E: ah ( iia) 


+ А 


m 


(5) 


(6) 


` (72 


(8) 


(9) 


*. 135 °. 


= АЎ +а 
d) BAT B)— lim 
m IC 1214 4- CI, w. 一 2 


LE 二 CA 一 


= іт 、 2h 
. FH.E2RADI— 1 , |1,--2АВ|-1 
—— + 十 — 

Án 2h 1 
ам 
e m | 
L +hAl—- 1 , М. — hAl — Ll 一 
M traji М.ка: BILE 2, 


所 以 
A ‚АА 
РТ h al- 1--1 < Н hal 1 
I,T-RkA|l-- І.1+- 3141 — 
«ВАА АШАА 1 рад 


因此 (8) 式 成 立 ， 
P ee Е", ей 1B Ае Ае, RU 
2. + ВА — í _ H. + РАНЕ — 1 
h А 


> lle + Аде — 1 _ а + АА] — 1 
h = А 
_ ll +h — 1 _ } + АВеАСА› + обу — 1 
А | 


= Reca) + 29 900 | 


于 是 
МАУ > ВеАСА) 
并 由 此 可 知 . 
— uC— A) < Кел А) 
“404 


g HA 


jax = 1 Ак — xil 
y h= ta, hos 
= - 

EE — P IDE 
а 


_ _ GU. — вА — Dll 
Е h 


所 以 | 
Jaxl 22 eC АЭН 
жайт 
MAsË = Axl 22 РСА 
GEB UL ЕАН. НЕЕ, 


54-5 矩阵 特征 值 的 估计 


棕 征 全 的 计算 引 较 廊 烦 ,但 在 某 些 科技 问题 中 往往 并 不 
需 知道 竺 征 值 的 准确 值 ,而 只 融 知 道 特征 伟 分 布 在 复 平面 中 
的 位 置 即 可 .这 详 一 来 ,特征 值 的 估计 就 显得 很 必要 了 。 
这 星 主 要 利用 敌阵 的 范 数 及 测度 ,给 出 竺 征 便 的 一 些 估 
计 式 ,最 后 介绍 有 名 的 贺 盘 定理 。 
定理 1 着 ACFUCSIAURERCT SE ERU 
a)max ACA) [<<] Ali. d€n 


Р-НА 26 АУ<Вед(А) АУЦА E n 


c)min | СА) |max -- pE — А). ALAI) 
证 a) Ну Өз Ғ7.Н. Ах--Ах. HU 
А =< ый 


* 141 ° 


有 | 
ҢА = ПАН 
由 于 4 是 4 的 任意 特征 值 ,于 是 
‚ шах [А СА) | ПАЙ ¿€ z 
b) НЕЗЖН е), ООУ; 
он ET EXER g) НХ Вх. € Ғ.Н 
20 Ax = дж (Є п), Ш 
АСА) flal] 22 maxt — иб— A), — СА) Yall 
TR ' 
[АСАУ] 2 max{— иб— A), — (Ау) 
" | 
: min |4CA) | Z: шах{-— g(— А), — ECAY} iEn 
定理 2 ВА, BEF”, JAI ВУ. 
а) maxACA-- ВА IBI € z 
$ -аС-А)»-аС-ВУЕЕеА( А-В АСА) В), 


А iEn 
WE a) 由 定理 1 知 

o max]à(A + ВУ < lÀ + Bl < IAN + 181 
DIE | 


— и(— A) — uC— B) <— u(— A — B) < ReACA + B) 
< (А + B) < (А) + (В) 
ом 
— yl A) — uC— B) =< ReACA + B) S&A) + ВУ) 
Же мА А |. СА) — САЎ, 


max | АСА + В) | < max у ACA" A) 
“142: 


+ max y ACBP B) iEn 
mina( 4 4 4.4). mina( +В + Byz ne ACA + B) 


(4 tA) LIS iEn 


< пахд, 十 maxa( 2 


БЕЯ A= 4". B= BU" 时 ,有 
тах |4 (A+ B) | тах АСА) | + тах [№ (В) Е Ен 
mina СА) ÑT+minA (B) |ReACA+ В? 
&maxà, CA) шах& CB) iEn 
由 定理 2 ,推论 的 结论 是 显然 成 立 的 。 
定理 3 设 A.B€FUC.LAUETUT EN N 
тах [ACAB | < 148 [дн 
推论 ща lalit. Я 


max|A; A8) | < max V ACA" A) max V ACBP B) 
| | Ен 
ЫҢ A— A", B— B" НА AIUET A 
max |4С4В) | < max |A, CA) | тах |4.€8) | гет 
定理 4 ”对 任意 的 埃 尔 米 持 和 矩阵 А, ВЕРЯ 
Ара LBA (А2) = ACABA) = А,хСВ2А, CA?) ген 
其 中 特征 值 按 Ала = A ZE AS ZR А, Ала, 
证 在 等 式 
Аа BIA = АСА, BIT — BYA + АВА 
— Amn B) A* = ALB — Ama СВ® РА — АВА 
中 .A.BH 一 B 与 Bàn BMH 都 是 半 正 定 的 ,又 由 于 A= 
A", B= B! , kt 
” 148 • 


АСД СВТ — ВУА,А(В- AG (BIA 
也 是 半 正 定 的 ， 可 证 当 BO 时 
XCD < ACA + B) - En 
CHENG) , 故 | 
|  ААВА SABA ¿€ n 
AC- ABA) & XC— Aal BIA) #Єл 
因此 有 - 
Aria CBIAD < ACABA) < Ad CBIN СА?) 
ЖЕ ЕВРЕ ЕЯ ЕВЕ A, BEF", A 
А. ВА. САУ A (ВЕГА < AB < A, (ВРА 
证 由 于 ALB PEE. | 
АСА) 22 0 ACB) ;> 0 i€n 
且 4AL 有 意义 ,由 定理 4 有 . 
Aan BIANCA < АСА? ва < AA CHA CA) 
іе» 7 
ЕАМ, АЯ (AB BA 得 
Мас А < trAB < А„„(ВуА 
А, CB Aan САУСА, САУА 是 显然 的 ,证 毕 ， 
以 上 四 个 定理 ,用 矩阵 的 范 数 和 测度 给 出 了 特征 值 的 估 
计 式 .下 面 在 给 出 用 和 矩 竹本 身 的 元 素来 确定 它 的 特征 值 在 复 
平面 的 分 布 区 域 .由 于 这 些 区 域 是 由 一 些 隔 城 组 成 的 , 故 这 个 
定理 又 称 为 园 执 定理。 
EES. MOREM (Gerschgorin MAE 
% A= (а) ЄС, EL 


- {0 al < 51а) ген 
z: 


* 144 + 


5, = {=| а-а Май) jen 
i-i 


则 4 的 全 部 特征 什 都 在 = SETS DO 
T= (RD C152 
之 内 。 | 
证 B 62 x= (а, rtt) ЕС. H Ax= Ах. 
max |=, | = г, ОЕ n) , iH J 


| | 
Ола) = Ат; EnaA 
j=l 


所 以 | 
[А 一 а. < > |а, Іш < 之 PT 
АЄ №, а Єл 
因此 А {ИМЕН А pr Д Г), ZP. 
又 由 于 А 与 AT 的 特征 值 相同 , 故 同 理 可 知 4 的 特征 什 
也 必然 位 于 区 域 避 S; 之 内 .于 是 A 的 全 部 符 征 什 必 位 于 区 域 
T= (URN ÜS) 


ZH. 
Е 估计 矩阵 
1 0.1 02 0.3 
А- 0.5 3 0.1 0.2 
1 03 -1 05 
0.2 —0.3 —0.1 —4 


(PER SERE LER. 
145. 


Ж ”由 定理 5 有 | 
К, = {=||#—1| < 0.6} 
R, = {z| |z — 3] < 0.8} | 
В, = ¿=||= +115 1.8} 
К, = (z| [Iz + 4[ < 0.6} 
51 = iz|Iz— 111.7) 
5, = iz|Ilz— 3| x 0,7} 
$: = (z|Iz + 1| < 0.4} 
S. = {=| |= + 4| i} 
Er ETSI E E GEAR БИ. ЕН 
т-«Оюоп (USD 
即 为 所 求 矩阵 4 ЕНІНІҢ НІН, 
注意 :定理 5 表明 矩阵 А 的 特征 值 必 位 于 =* КІН RSS 
R,. = R (或 SS: So 之 内 ,但 这 并 订 等 于 说 正好 一 个 
圆 域内 有 一 个 特征 信和, 然而 却 可 证 * 由 上 个 图 组 成 的 连通 部 分 
内 ,一定 有 Ё T EG". | . 


#2 BAER | 
7 | | 1 一 °з 
0.5 0 
的 特征 值 为 
Ма = + + 2-5; ¿=V —1 

Ат | © | | 

[Ар = А1 = 0. 4 = 0.6 
这 里 | 


R = {=| [= = 1| = 0.8},Ю, = {= | l 0.5) °С 
7146» 


$ = {=| [= — 1] 0.5} ,5, = (xl iz] < 0. 8) | 
FM T ЖОШ. (EUER НЕЕ ЖЕ ReC51) 之 内 。 
定理 5 还 可 改进 如 定理 6。 
定理 6 Ш A= (a, € Co" Об, 
> la; Hf 


ізі 


бі = тах 
т 


p = тах, >, Ld 
š 121 Ж 


pul 
- max | А CA) | = пип.) 
WE $ P—diag On y. RU] 
ац а( 2) Ut an E) 
РАР = (в) © (т) 
2) anal E) "t “ы 
ЧА АВНА. < 
ЦР: АРЦ... = ә IPAP = р, 

由 于 

тах [A CAD | =< 
故 


max ACAD | = minte, es) 
根据 定理 5 及 其 注意 事项 , 如果 用 定理 5 求 出 的 жаны 
较 大 (表明 精度 差 ), 则 可 适当 选取 还 数组 名, 六,… ,加 ,使 得 
» 147» 


Р-'АР Чий F ñ ЕЛЕ Ду Gies RT 86 ІН EXE 4 中 较 小 的 较 
RFA RELER [Ң АЕ, ЖЕБЕ hi З РЧ E End 
说 的 “改进 * 即 指 此 而 言 ,对 此 ， 读者 可 在 作 习 恶 中 的 第 十 题 的 
dE HWRE, 

定理 7 (Hermite Ж [FEE UE RES ERD 

E A= At, E= ЕНЕС", ДА = А+Е, а. Bi ai i € n2 II 
Ж A.E.À ЗЕ. REF HES. V] 

а + В. < а = а В, 
ШЕСІ Я EE НОВА, ФКИ, ВЕЗЕ . 


习题 四 

一 .证 明 下 述 结 论 ， 

1. «= CE 2, — 32 [2-4 |z, 225 E СЕНЕ 
中 ==" фес 


2. ХЕ F" 中 的 向 量 范 数 ， AE Е", Wi [Ax] tz Е" 
中 向 量 范 数 的 充 要 条 件 为 4 ETAR., 

二 .证 明 : 

1. ПАН. CEA A)? 

2. All. 5 l<, E AR 249 А F l< 1. <l. ВЕН 
的 。 

3. ABI, Smin СА 1811, «IL AM, IE BR? 

三 ,证明 ，; 

1.3: AC F>”, H A"A— 1, Wi 

ПА —1. 2 Мі Vr 


- M8* 


2. ЖА П ВУ. А1 
НЕЗ 
3. ене Е. MI 
a) 11| =1 
5A" ze EAT 
[4] 


eMEA 7 '—min qu 


m. LAM, АЙ, EH ETAD EE els Leo 
1B8x1, 的 算 子 范 数 ,8B пра. HI | 
ШАП, = BAB |, 
EWH: 
JCA) 一 НСВ» | x шах{|и(А — БӘҺІімВ- А) |) 
V A.B c Fr 
Ж.Ж AEFIA № 4 的 特征 值 , 则 
ПАЧ < [А] < 141, 
EHEH: 
— ИОА) < Dn, CA = gC— jA) і- ұлу 
A EIAS ПАЇ, CAD = А). 
L min) 4) e o max А-4) 
3. mi [| 454"). “айта; (AYS maxi, (= 4 1-2- 


j=- Ti 
3, А== АН. 
—maxiACA) ліпа САА CA) maxi, (А) 
«тах A, CAD | гел 
A. Aer ж 
. 149 • 


qasd || iEn 
jal 


теі 


Ді 
1. maxA САУ<тах2 |a; 
2. A А)у<0 En 
3. 4 ярі, 


十 .利用 $4.5 定 理 5 与 定理 6( 取 мњење р 
ЖИБЕР EE | 
. 0.9 0.01 0.121 
A= [0.01 0.8 e13] 
0.01 0.02 0.4 
的 特征 值 所 在 的 区 域 。 
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第 五 章 РЯ 


在 建立 了 范 数 概 念 之 后 ,就 可 以 讨论 向 量 序列 和 矩阵 序 
ЭВ IR EFFE SK. ME REIMA SESA Ra T , АЛЫ Т 
ЯЕ ТЕУ РЧ, 


$5.1 ЕЕРЕЕ ВоВ RE 


ЕМІ xoxo VGE [D н-1.2.--.Ж 
х, — х = 9 Cn 一 十 со) QD 
ЛІ кта) Ж РЕ 50 ХУ, НЕК РН * ,或 说 向 量 х 是 向 量 序列 {x。} 
4 "一 十 cc 时 的 禄 限 .可 记 为 
lim x, = x (2) 


х. x (и + ос) (3 
由 向 景 范 数 之 辣 的 等 价 关 系 可 知 ,在 某 一 向 量 范 数 意 文 
Fuer XE RE pr S tra LR EA, 
例 1 xsd, i ee, DER, Н 


T 


s= ++ + атқа) 


lun < = x 
m— + 


证 由 于 
* 151°, 


lim |х, 一 хі = lim max l 
m— +s мы $ і 


= lim i = $ 
所 以 
lim x, = x 
Bia it 
= Б t € LO, 11.т = 0.1,2,:- 
是 线性 空间 PC 的 向 量 序列 ,又 
Их. | = max |х, | 
ie 00.1) 
В Lm 
- 1 
ixn = xole < FDT т + a 


只 要 m.s 充分 大, 上 面 不 等 式 有 端 可 以 任意 地 小 ,由 微 积 分 
5n 


lim x, = е 
m= 二 oo 


虽然 向 量 序列 {x。} 的 极限 存在 :但 е ЖЖ POI АЧ ЕШ. 
由 此 可 见 -. 在 线性 赋 范 空间 中 , 柯 西 CCauechy) 收 敛 原理 只 是 
疝 基 序列 收 敏 的 必要 条 件 , 即 若 !te} 收 侣 , 则 对 尾 给 820.47 
在 序号 МОҢ т,и>м Fk A 

Із, 一 х,| << 
г. ЗИ О, 

d EE ТЕЗДЕ ЖЕЕ] Е — 18 E FE ТІН 
TEMA za fl. WJ 88 е FE B TE E T8] 2 Sp £S 0 ER ЕЛ Біз? 
CEH anaw PH EE c dB [8] eb RT PA Ж R EB ER, SE 

її ЖЕЕ 2 [н] ЖЕ R° ou С", ИГ dE SE jp BU RYE RACES 

152. 


Ас Ter pi К УГТ ЖЕУ ДИ з. ELTE ET ICT ЖЕЛ РАБ 
Wk ek AE ЖЕРЕ РЇ [s] Hp uie ӨК SE fir. 

定理 1 x 一 Cz 
F", ЩЖ = 的 充分 条 位 为 ， SERRE 2) 
IE МИР сел. 

证 必要 性 : 设 |x| = ПА. max |х; |, WJ 


|ж, — xl — 0 (m —— со) 
БІН | 
max [х — s| Z [sf | 
ll 
| lim x" = x ¿€ n 
充分 性 :者 
lim rt’ = x. iEn 
[mh ui 
lim max|rf" — r| = 0 
Bp 
lx. — xil — 0 m 一 十 со 


再 由 范 数 的 等 价 性 知 , 上 述 结论 对 F" 中 任意 向 量 范 数 均 
тм. | 

定理 2 《 柯 西 收 元 原理 ) 设 x<, € F", pg HE EI xu) er 
МВА НА 0, ЖЕНЕ N f т.р N 
时 , 恒 有 

|х, ~ ж, < є 
成 立 。 
-由 定理 1 即 知 定理 2 前 结论 是 显然 成 立 的 。 
ФИ? j A= Ca) ,A 一 (qs EC 
: * 153 * 


Ж 
[А„ 一 Al 770 (m 一 十 оо) (4) 
ПРИЗЫВА PEU LA.) ECT: 4 ,或 说 4 是 矩阵 序列 {4- HM т 
十 sc 时 的 极限 .可 记 为 
Jim А, 一 А (5) 


Ir 


А, ж А (т 一 十 ос) C6) 
由 于 年 降序 列 亦 可 视 为 向 量 序列 , 国 此 .有 与 定理 1 定理 
?相似 的 结论 .这 里 不 再 重 述 。 
А БЕЛЕ SUO TER я q РОЖЕ 
定理 3 Ж ОА„.В„,А.ВЕЄ Fon —1.2. 7). B. lim An 
=A, lim B,— B.W 


a) lim CA,:EB,)— AtB C» 
D lim А,В, = АВ (D 
c) lim АА,--4А үлек с 
d) Ж A..A ВТ, 

lim AZ! = A^! (10) 


ud ОН 
СА. + В.) — (АВ < А, All + IIB. — В| 
即 知 (7) 式 成 立 ， 
b HT 
A8, — АВ] = |СА,В,- А,В) + (А,В — AB] 
= АВ, 一 Bl + IA. — АВ 
“4 т ЖАКИ, [Г ГА. рат. m=» ов} (8) 
AAL; 
154. 


ә 显然 ; 
d) jÉ adjA 为 A BOTE EG 3E РЕ. ШІН 
detA, 220, detA z 0 m = 1,2," 
lim detA,, = det А 


m 
lim adjA, = adjA 
知 
TN adjd,. adj4 — ,., 
Jum Ад lim YA. de ^ 
证 毕 。 
定理 4 ША, = А.Р РТС К", Н. 
А> Ад EP mies ар 
ІШ lim A. ТЕЛЕ. 
证 由 假设 知 
x А-х ШЕ x! Алах 22 А Px V <€ К" (12). 
Om 
"it 


x= e = (0,77,0,1,0,--,07 Е В i£ n 
EA (1222545 

а T> at D p. iEn m = 1,2,8 (13) 
Ж As GT) Anpi = (a), P= (pi DU Lai E RTR 
”存在 (GED ,再 取 ww 一 ei 十 ej 代入 (12) 式 .得 
aj? 十 afT + а + а = а 4+ а + За 

za apps гар" Z pu + bb 
£j е п т= 1.2.56. 


Bl {2 "2 27 + 227} (ат, ар ка. РЕВ 
Jim А, ЖЕЛЕ. 
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定理 5 d 4ECo", 则 lim A7—O 的 充分 条 件 为 
max |АСА) | «1 

证 dT AT—J.OKUBJCAhABIEDSERHEXE, 

必要 性 : 设 lm "=O, F АТГ Я lim J” 
一 0. 干 是 lim 太一 O.iC g,kE go 其 中 为 4 的 约 当 志 ,0 
为 4 的 租 异 特征 信和 的 个 数 ,a 为 持 征 值 À, 的 几何 重复 度 , 故 
lim A*—0,i€ e, тах [ACAD] 1; 

ЖӘНЕ Wimax |А CD 11.) lim 各 一 0,iE da, 由 此 可 
X. lim J 一 中 ,从 而 有 

lim J” = O 
Е. у 
$5.2 БН | 

H TREE Я K ВО ЖАНОБ TA ЕЖЕ ЛЕБ ЕИ 
的 形式 麦 示 , 故 有 必要 介绍 算是 级 数 的 有 关 基 本 概念 。 

ЕМ RAEE 1. |0.8--1,2.--. ЖРА 


en 
ХА, = А, VAS +e + Ак 3 (1) 
+=} 
为 矩阵 级 数 , 苦 AL GU H 
十 co 
Ха (а) o üj€n (2) 


сак UEBER СС JF H Sk A= (ev) 为 矩阵 级 数 (1) 
的 和 ,又 车 


IAM = LAM | m e АЦ 4 G) 
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ШВИ, ACRES £c CDD RE BOUT Mr ДЕРТ. 
定理 1 НОЖА, 
š, = A, + A; + + А, 
ЛАЧ ВЕЛЕ {5 rak, 


定理 1 是 显然 成 立 的 。 
定理 2 БЕНМЕООӨ SER Қ ЕН 
а ijEn: ` (4) 
irit. 
证 ДА, ШЕН 
la Ф| < mx 21491 = | Arl En 


项 级 数 的 比较 判别 法 、 СОЈА ТЕ, А Сау ЦВК, 
Uu вано. 则 由 


ыт = || ijen 
组 威 的 序列 {8597) 2€ mk bk. РАЕН НИИ 2k pa BB AT or 
{Е 57» 0. ERS N, 使 当 m>> 人 时 ,对 一 切 自然 数 p, 有 


IBP = BP Дао рь 6 a E 
я 


ТЕРЛЕГЕН 
| PA m ны] = mm I uilla T -+ А. „1 
一 шах 5 jat | 十 .… 十 max 5 latz*? | 


j=l r=1 


« X Xam ра 4 Тат р) е 


тіні 


Bb icd BB S LL lk FEAN, 
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Мі Er AC Fo, РЕЛЕ: 


z Ë 
LARA ++ + iH 
绝对 收敛 。 
证 H 
A |- LAM 
E |< kI 
в | 
+o k | 
5 Іар + НИ = et — 1 + ТА 
k=l : | | 
= ЗЕ Ж. 
ЕНІН. КЕ EE RES ЖИ 
A? А5 . mi АФ! 
Acts “to вр" Өө 
А? А* k A | `... 
h-a ti 0 ат D 


каак р НИЕ УЖЕ ТЕЗЕК (52.56). ORI 
TUAE ЕЙ e^ sin A 4j cos4, 即 


А А... А“... 

e= L + A+ yr + tut | (8) 
тА- АС №... A 
sind = А 3! 十 … + (— 17 GkR— Di * | 
| (9) 
AË ДЄ 
cosA = T. о Б (— 1 оғ өз C10) 
$2 AERD BIAI. ME РЕС 

IL + À + Á: + pA (11) 


өк. BRA ЗЕГЕ СІ,- АУ", 
证 |А с Яр, ВР 
„158 + 


lim A = O (12) 


reum 


Нн 
HOT Aola 414101220 У Өехе Е" 
^ . 
(1, — А)х —8 
RAER. H der(I,— Ао. BB 7, — А 可 逆 。 
车 记 
S, = L, + A + А+ + А 
3j 
SQ, — Ау = І, — Ак! 
由 (C12) 式 及 (I 一 A)-! 存 在 知 
lim $t = (1„— Аут! 


Галу 


XTÓBBERIMENSTIRVEH. 
定理 3 设 有 两 个 矩阵 级 数 
А А А +. А, Є ЕС (3) 
В + B, + --- + B, + +з B, € Е". | (145 
Я 
a) FARAD соғы ВЗР А A 与 B, 则 
级 数 


Жаз 


+= 
> cA, + B. TAA, 4ЕҒ 
#1 


к. В. 
+ = 
ЎСА, ЬЕ Во = A+ B 


k=! 


vm 
ХАА, = АА АСЕ 


Do 车 级 数 (13), (14) 均 绝对 收 做, 且 其 和 分 别 为 4 与 
: * 159+ 


BWAR 

AB, + (AB; + A,B,) + ++ + СА,В, + А,В, ++ 

— А, В,» — -- (15) 

128 duc ii. НЕА АВ, | 

Ш а) 显然 ; 

b нтажаз ар вне, рав, |+ 
ПА 81А, 15 АВ EAS EIE |+ = 
сак FARS GL d ical 0 S. Su Sut ERAN 
(135, (3345. (25089 Bf 2 AM Sn, Sa Su ІІІ ге (13). 
C14)、(15) 各 项 的 范 数 所 构成 的 正 项 级 数 的 前 上 项 和 ,于 是 由 

dim SuSa = AB 


及 
15.5: m Sall =< 5..5. 一 Su 
A 
lim баст АВ 
k— Но 
Bis 易 证 当 А, ВЕ Foo (|D. H АВ=ВАН}, 
е^ — ggg 
此 外 


e^ = соз А + jsinA і-У-і 
sinCA В) == sinAcosB + cos/AsinB 
совСА + B) = cos Асоз В + sin АвпВ 


$5.3 ЯАм (Қгопескег Я 


Ж Sk = [B] НЧ УБ Л” РЕГ УШ, PU: НИЖЕ. НЕ 
EE E. 有 时 表示 起 来 将 十 分 简洁 ,研究 短 阵 微分 运算 时 将 
要 用 到 它 , 在 此 作 简 要 介绍 。. 
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ЕМ i А= (а pE Е", REF, M 
` аай ap e a, B 
418 dwB - а, В 
АФВ = 
a, B a, В 9 B mm 


” 称 为 矩阵 4 与 矩阵 B 的 克 罗 内 克 积 。 


вн 设 
1020 
а= ,|. B= 0 1 0-1 
21 l2 00 1 
Jit] 
1072 0-10 -2 0 
010-1. 0-10 1 
agn - [2 2) 2.001 20 0 -l 
2B В 204 0 1 0 2 O 
02. 0-20 1 0 -1 
4002 2 0 0 1 
ШЕР АННА ТЕ, 


定理 1 dE AC Р". BER (Ce FU Ш] 
a) АСАбОВ)=(ЛАУБОВ = АХАД» ЧАЕК 
Ы)  ACOCBOOCO — (AQB O9C — AG 5G2C 
со (САБОВУТ-- АТВ. САФ B) — AP GO R" 
d) М D€ F'^Hnag-rhH[. 
CA @ ВУСС @ D) 
有 意义 , 且 当 w=r,g 二 时 ,有 
i СА бб Ву‹С @ D) = (АС) © CBD) 
2) 24 p=m.g= nH. 
+161 * 


(A+ B) QC = A@ C + BG2 C 

СОА + By =CG A+C6 B 
f) 85 p—m.q—n,GC€F'"'B 4 
(A+ B)60(C 2- C) = AQC+ ACOG + B@C+ BOG 
g) Hi m=n p-q.H А.В НН, 

(А @ B)! = A^! б) B^ 
АУ Ш т=п, р Н.Ж 
trCA 69 B) = trAtz B 
证 a).8),c).e)、 门 由 克 罗 内 克 积 的 定义 是 容易 征明 
8j; 

d) (AGMBY(CGO)D) = (а;В)(сьР) 


- = (之 aaczBD) -“ССАСУ, ВЫ» 
-(AOGGD); 
z) НН 
CA G9 БОСАТ" © B^ = (ААТ") GO (ВВ 
1„@ 1, = 1 
h) и (Абв = ау Ан В 
НЕНІ АЕ 2, 
定理 2 2) 4 A= A7.B= B^ 时 AQB ВЕН, 
当 A= A“. B= В" 时 АБВ, EER RARER, | 
ы Suc Fe F" СЕЗУ EFT, Bu Ue) 
V it. fé P8 GE SED ЕР; 
eo UV AAE R€ F>", B 
U"AU = В,УНВУ = R, 
Ж К.К A LZE. N 
- 162 + : 


QU G2 Vo" CA G9) BXQU БУ) = ROO R, 
显然 RGOR AERE L — fü БЕ; 
d) # ACF ВЕ Е" ЖЕНЕ, ІШ 
AGB , BA 
BH ЖЕ ЖЕЕ, HEU, CUP U € Un", fif 
U," AU, = diag (A sdn ee AD = A 
U,"BU, = дїар( дү, дыт в.) = М 
则 1 
QU, @ U,Y CA 6) BU, Q U.) = diaga M, АМ. A, MY 
(QU, @ U "GB бб АУС, OUD = diag( As p A, д. Д) 
e 车 4EFex"、 旦 ERFexi 的 奇 值 分 解 分 别 为 
A-U,DV,", B = U,.D.V.” | 
A ij B IE SB ва, е, 与 Bes,B.: 则 AB 
的 正 奇 值 为 m r.o AB... a В. Bis t Bs, 
e g,. R. | 
AG) B = (U, UND бу PI, @ V 
是 АСВ ЫН ТЖ; 
D È 
TAT = А = diag Cà А,,- A) 
Ti BT, = 7 = diag (J ,dss ns),) 


则 
TOTI ADHI TOT) = АбО/ 
—diag lA A JJ em Att has 
а 
是 АСЕ 的 约 当 标准 形 。 


读者 可 选择 其 中 一 部 分 练习 证 明 。 
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55.4 矩阵 的 微分 


年 阵 微 分 的 直 进 ,为 微分 方程 组 的 研究 带 来 方便 .因此 ， 
它 是 系统 工程 与 控制 论 的 亲 础 ,为 了 叙述 简明 起 网 .上 略 去 矩阵 
微分 的 范 数 形式 的 定义 .而 直接 采用 公式 形式 给 出 ,并 对 不 同 
情况 的 矩阵 微分 叙述 其 计算 方法 。 | 

一 、 相 对 于 数量 变量 的 被 分 法 

APT on HERR E] EE 

aC = Cau CO ansa (ЕТ - 
定义 它 对 数量 变量 : 的 导数 为 
date) ^ (44) 84:0) e faU) T 
ағ = dz dz dè 


对 于 m >n ЖЕБЕ 
| ACE) = (e; Dux, 
定义 它 对 数量 变量 4 的 导数 为 
алш 


А [sa ie 


z 


显然 , 若 将 БАЖЫН ас ЕУ Хи, E 
们 对 数量 变量 + нр 5E BJ дЕ S ЕЕ НН, Fi (CS ВА Я 
矩阵 ,讨论 其 对 数量 变量 的 导数 的 计算 法 则 。 

定理 1 EAU. BOA CORREAS ACORDE ЕЕ 


量 : 均 可 导 , 则 
ЗА + B) dA , ав ха 
а) FP =+ tq V A.B € РЕ” 
b) dA da АЗА V A C Fr 
dAB dB ха . 
с» 48 a+ ДВ y AGE, BE ғ” 


ЧЕ 


ЧА - «Ад ү А е ЕХ" 


= AC! 


证 a).8) 由 导数 定义 妈 得 ; 


с) 设立 [的 一 《oo (taf) 


Ba CE) „В.Т, 


“de 


Bá 


дать Dah DEM a, d 


i=l dë dr 
— da” r db 
di^ t" q; 
aT 
a. 
AQ =1 
aaa) 


Ba) = Ch (Р), В, (ғ). Б, С) 


其 中 人 一 《an (а. а icm 
БУ bor Lb, 027 ЕР 


ДИН | 
АВ = (a; b Dus, 
A А 
ЧАВ _ dety 
dt 4 Ох, 
Ча,” db, 
= "b +a,” ra 
вд «В 
аз HF AA-1=1.. й 
ААА 444, daz б _ 
à ал ТА -? 


а.) Ба = (8,0). 
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TÉ 


е A qA 
@ W AcF''- pn OE BE HI 
а) i = Ae“ 
Фу S ein A: = Асов Аг 
€) S сов At 一 一 AsinAt 


这 只 要 注意 到 e* ,sinAt.cosAt 9 28 Sx 32 3k М ЕН 
阵 的 导数 计算 法 则 , 基 知 上 述 结 果 是 成 立 的 。 | 

Өз Блер" (|| - D ЖЖЖЖ Б хо) = (z (0), 
aa. nas Q7 ‚И 

a) "ВЕ 

+ = Ах (= 一 dx) 
НЕ ВЕН Е. К eet DI io) ЛУ E EE; 
b FAR W 
= + Ах = 8 
的 通 解 为 
x = (sinAz)e; 十 《cos4tye Y cst € F" 

证 ay 容易 验证 е с R х= Ах ЖНЖ. x0 = 
AIER F; ео, Я х= Ах 满足 x(to) — x BJ EP 
解 , 故 e^ Ig х= Ax 的 基本 解答 阵 ; 

b) Zt TE Свіп АгУс) ‚ Cos AD eX x+ Ах М 
Ш.Ш х= (sinAz)c, + Cos Ас, 5 ИЛЕШ 2. Я Я c = 
Ау с: = хо, ЈА z+ А?х==0 ЕЛІҢ ARTE 

x(O) = м, x(0) = x, 
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的 特 解 。 
{з RAKE x Ах 对 上 的 导数 。 
其 中 x==xt#) 是 nn s dC ES 
А=АТЕ К? SCENE ME 
d я ах? а Ах” 
"i = — Ax+ =" E 
=> Asta” ЧА А9 5, 


dx? dx 
= 4 —— Ax—+ =” A dr 
dx 


. dx т 
IS AX[ =2x AS 


解 


ВЕ, м л=1, 时 ， 


dax dx ах” 
са а^ 
二 .相对 于 向 量变 量 的 微分 法 
1. ҖЕ ЕРИ E BJ Sp E 


Рх) = ИО...) 
是 以 向 量 xo Gruss 为 自 变 量 的 数量 函数 , 定 尽 


dfG) A | ак; =( ). Gg 


dx = 


显然 , 它 是 пера и=и(х.у.х) 6 FE 
gradu = u = ES 
| * 167 > 


的 概念 的 推广 , 故 也 可 记 为 


а/с == grad gr, zn) = V лү Ху, unn) 
同 理 可 定义 
dfc) dg Jg 3g 
але ЕЯ 
显然 , 若 还 有 向 量 x 的 数量 函数 
169) = Есту, г, Z.) 
RIF 7] = ЗЕ м. 
аг (ху) + Al _ drw) + dh (xD 
‚ dx т dx C dx 
асоро) _ ST ) - f(x) 6:00 
4 求 函 数 


YG) = xx 二 
对 <Ü 的 导数 。 


E 
2. ЕТТЕН Sp 3X 
设 x—G heim. Н 
alr) = (а (т) a (хх), e. Cryyr 
EHR < АРА Е X 
да, an ...4 
Or, dr; Я 


da (x) ar, ar, ^ dr, 
dx а . 


“1658: 


Era Cue 
定理 2 абау, БСК) ЕЕ", хЕ Е. АСЕ FU 
b) ас =f ata ча, 
o дф 


证 ат АМЕ; 


y diab) ( Жа») дать) — ха 
с іу TA n ' дт, ` ах, 
(m, ur ©.. Sr ur № 
一 [3 moa) ак) 
da . db 
Г — г oT 
b 1 т-ға dz 
特别 
dx аж _ 
de^ dx 


HER HEARRE. HTA НЕ x] DA 


x. 
#5 ао) EFKE Lv A 对 x 的 导数 ; 
b) 求 列 向 量 Bx 对 x 的 导数 。 
Rd ЛЄР" ВЕ Е" В ЕҢ хе Е", 
Ж ay № А (а.а, а) а: Е.С от, 
MJ - 
хТА = (xa x^ a. ‚ж й„) 


于 是 


dx dx ' dx " ' dx 


аб” АУ fde ea dafa, — dear] 
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- dx? da, dx? da. 
(ега аа) 


== Са, Я ы, T MI А 


b) d 


[5^] 
m 
B=! ` | 
yd 
bx 
b,x 
Bx = _ 
bx 
于 是 
аһ," 
ах” 
аһ,” 
аса) _ | 
dx 0 . 
ар, ^x 
dx 
ағ, dx 
хат + В т) La, 


Bie KKE XL Ax 对 x 的 导数 。 
170-5 


а(х. Ax) da” dCAxO. 
м ах “ңа, Аа, — 


Td PI СА AT x 

Ж A= А7, Ri 
г 
def = Ax 


例 7 ЖЫНЫ p'Ax 对 * 的 导数 。 
ЯФ ре". АЕ Fr"*", 它 们 的 元 均 为 常数 。 
解 dp Ax) бр Ах 9 p—A'p 
3. 函数 矩阵 的 导数 
ШЕЕ A= (aD EF 的 元 az 是 向 量 хе Р" 的 函数 , 即 
AC = (а (xY, 
定义 | 
(2A 
Әт, 
T NES 
дА 
L аг, тах 
dx) д (24 24, 34; 
dx! = Зах, ‘ах.’ 7Әкг,) „у, 
кй ЖОР FIORI T] E OS СЧА ИИ F. 


定理 3 
dLA Ge E BCx)3 ACx) dBCx) 
а) —— = Е 
dx "dx > dx 


b) dawawa UO DAHA SA Ce? 


dA 2 
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其 中 АСАУ ВЕ x 的 数量 函数 。 E 
SCAGOBGD),, SAC) Bo, T pazi 


证 а) HERM, 


raa [А 2A 
| aAA ES 2A 
b) — = йг, |= | à ^ az, 
aAA | | 
L Эх, | ga 十 А 
А ` ad | 
аА А ar, 
E aA 
А 4-- 
= | ах... | 十 Әт; = 0 名 人 十 Ac са та сл 
дА д 24 
Ar, J ат, 
ДАВ 
ат 
~ АВ. 
D — | 
АВ 
| a=, 
дА aB 
LE ar 
2 DB 
ar Эх 


-14 Ав u, aË 18 


fis ЖАН. 
172. 


其 中 4 为 常数 矩阵 。 
dx А da” 


жн АНИ A 


pi 
其 中 роу; 
A ЖЖ x ПЕ, 


解 dx _ 


= q P +С, 244. 
= 0.947284 | 


三 、 相 对 于 矩阵 的 微分 法 
1. 数量 矩 降 函 数 的 导数 


求 p Ае 对 向 量 x 的 导数 。 


аср" Ag = де UE 


B АЕ F>: СА) AER A 的 数量 函数 ,定义 


аа AL). 


ША. НІН 
аг ХАЗЕ ЖАЗ _ 
ЧА |. dA 
dfCAMgCA) if 
dA 


d/CA) 


A= (aux: 


dgCA) 


+- qA 


get FAN ES 


例 10 жою! s 对 4 的 导数 。 
其 中 А-(СарЕғкч-,хеғңаАЗ, 


dx? Ах 


Ж 


_ d? Аз 
-( д, 1, 


REAS] x" 4x 一 5., RS 
2. TH] EE E EE ER EC 15 ЕЕ Т 


dA 


Я z(A)= (z lA lA +. 


Ста) һх e xx” 


лез yr, А = анк ЕМ 
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de) А OR 
кот 


其 中 : А)... 


Ms Ac CA) 
M; 
и, Яя X. жАУ- (Gn CA) ‚= (А) 4.1! ДОХ КЕ 
А 欧 导 数 


dzCA»7 А (= 


dA = L дл: тх. 
“САУ” (am CAD dz, CA) 
其 中 Um, -( аа; o7 0m ) 
3. 矩阵 函数 的 导数 
WERE G ЖЕРЕ A 的 函数 , 即 


биСАУ д. СА? д. СА) 
солу ED rn CO rs CD 


ga (AD РАСА» 
是 以 AEF"** 为 自 变量 的 рхо МЕХ 


dGCA) А ( 297 
дг, 


BPO pm qa 


дан JE 


= ç @ G 


pj 
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. | дац даун 
与 = Vel 
d ... d 
aa Әлен 
е km Hamilton MF ЕЕЕ. 
d(GCAH-DCAM IC) dD(A) 
b В ЖАЕЕ, ДІ 
disce. _ eA) СКА) 十 in С? een 
Ақа она, p. 
с) л T “ДА C, HLAD | 
+и„®с‹са›з%4› 


其 中 oACF*""", 
证 明 留 给 读者 练习 。 
füi Ry A Ay 对 4 的 导数 。 
其 中 деғ” уе Е" зын. 
ж Чу АТ Ау) - (28 4 Av 
dA 7 да, 


ТАТ 
- (CAD As scar 407) 


= [ Eas] 十 [ > Guy; J 
k=1 : i=] 
= Ayy + Ауу =2Ayy” 
由 此 可 得 


dCAy — УАУ 一 
dCAy — KY (Ау — x) UY ж) 一 2( Ay — хуу” 
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(Ау — xY (Ay — x) = УГАТАу — хТАу — УТАТх + х”х 
由 例 10 可 知 


dx! Ау т 
dA ^^. 


O ж y AT ОТАУ)", ЗУ кут й ей, 
#12 求 trCAy 一 x) (Ау — D, trAB.tr ACA" X$ А УФ 


Ж. 
其 中 B.C 是 常 矩阵 
x.y 是 常 向 量 。 
# 由 于 trCAy 一 YCAy 一 x) — trCAy — XM (Ay 一 x)， 
Ai p 9811 A1 


dtr(Ày — (Ау — хуг 


da = 2(Ау — жуу! 


trAB = >, Dagba 


id jet 


«ав = (2:48 gtrAB 


= (bo = ВТ 


其 中 деғ--івеғ”е, 
E EE REGES НОЕ 
trAB = ВА = tr AT RB" = trB AT 


dtrAB — dtrBA — dirA7B? — dirB AT 


dA dA- . dA dA 
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= ВТ 


X 


dtrACAT _ dtrAB, | Чи В.А" _ pr — АССР 
АА = "аА T+ dA B” + В: = АС + 


其 中 В.=СА’,В. = АСВ Е Е. 
$ 13 Ж /二 Cx 一 9 一 Bz) (x—a— Вз) Е В 的 导 
HEP xas ETE. 
Ж miN 
dix—a— Bg)" (х—а— Bz) 
I dB 


| Сваха) (ВЕ xta) =S (Bs—x— ays" 


m. Я: 
1. ЕАУ 
设 Р Суу уу) Ға 为 数量 变量 ,y 为 向 量 变量 ， 


则 
df _ df dy утау | a 
d: dy” dr dt dy 
= Су) у= у(х). 为 数量 变量 ,x、y JARE 
НЕ. v 
ау ау” df 
dx = dx dy 2 
df — df dy 
dr ~ dy? dx? 3) 
ZRH] 
ағ- {ay ,dy = - dra. 
da? 
Eli nf. 


XX f-—fi.y.y—yGO E 是 常量 变量 ,x、y 是 向 量 
2177 + 


变量 , 则 
df af дут af 


dx 25 T dx әу 
df af af dy 
de^ = m + 3y da (5) 

以 上 公式 的 证 明 略 去 ,下 面 举 钢 说 明 其 应 用 。 

#14 求 f 一 x Ax 对 x 的 导数 。 

№ о 设 y 一 4x, 于 是 由 公式 (4) 


df y+ ть = (A+ AT 


15 R /==(х—а— Ba) (x 一 9 一 Bz) 对 4 的 导数 。 
解 ” 令 y=x 一 a 一 Bz, 则 了 二 yy, 于 是 由 公式 (2) 有 


uf dy df . n збх а 
da ^ da dy Ту» = — 2(x — a — Ba) 


2. 向 量 函 数 的 求 导 公式 | 
E 5 一 zty) ,3 一 y (р, т: 为 数量 变量 ,y、x 为 向 量变 量 ， 


(4 


bu | 
ds dz dy 
设 == (sy) ,y 一 yCx) x.y.z 均 为 向 量变 量 , 则 


dx ^ dx dy (7) 
а dz d 
de 7 dy da ‹8) 


LZ Хоу) уу), x.y E bb EU 
а” af | dy of 
| de д dx ày » | 
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#16 ЖЕРЕ Csin sa" 对 x 的 导数 。 
其 中 c 为 常 向 量 。 
ER Gc x—y.W] 27 = tsiny)xw ,由 公式 C9) 有 
de ә/, дуга _ ах 


T ах” 
dx = = dx y siny 42 十 duc 60907 
= (siny I+ e*CcosyDa 
= (sin Сех) JI Ссоз te x) Jex" 
047 ok f—(CAx— PY RCAx БУХ x 的 导数 。 
其 中 4 ,有 为 常数 矩阵 ,5 是 常数 向 量 ， 
№ G y—Ax—b. Wl f= Ry (ОЯН 
— — —Ó T T H 
dx" ded А CRy-r- R' y) 
—ATC(R-d- RP) Ax —b) 


$5.5 矩阵 的 积分 


设 AC = Cas) exscr а EU. AO bn. 


[cod А (Јес) 


n 


адс) A (da, C ня 
于 是 


. fe 4; i 
[ао + вера = {мое + [ваг 
қ М „| ң 


Ё 


|м (dt = Ё [лоа Е = сопзі 


1 
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с10) 


асА С) + Ва = dA + dE(HO 
| dCAG)ACOD — «ЧАСА CO + ACOdA CO С ACO Я 
[11 | 
dCAG)BGO3-— (AG) BG) + AG) dB G) 
dCACOG)BGY) = (АВАКОВ) 
dA !(20——A !GK(GAGODA CA 
IA ETER rh E СЕ PERS ELA AD НЕ ОЕ ДЕНЕ ЗЛ. 
Emi ie ЖЗ EL 28 НУ КЕТЕН ЖЕ [a] ES > 
ENMI RAOS Она. Ра. fa СЭ? 
G € n) Je X Са, о ЕЙ n A m š: ES Sk E] БЕЯ ААУ ER CT Et 
组 , 若 存 在 п 个 不 全 为 零 的 常数 a, G € n> 815 


Daf (D = 6 £ € Cheta] 
1 一 1 


则 称 这 个 函数 品 量 组 是 线性 相关 的 ,否则 称 为 是 线性 无 关 的 ， 
注意 :这 里 向 量 的 分 量 是 函数 ,因此 , 它 与 数 a, 不 在 同一 
域内 , 故 由 向 量 组 成 的 和 矩阵 的 秩 来 判断 该 向 量 组 是 否 是 线性 
相关 的 方法 ,在 此 已 不 再 适用 ,为 此 引进 克 兰 姆 (Gram) 行 列 
式 的 概念 。 
定 兴 2 d р СР ШО. РУО 

GEMER «2652 E89 s № m НЕ ЖГ ИЕН ELS ЕН ВСН E 
组 , 记 


E 


Bü = Leroy oxi njen 


WR 
G = (gj), € К" 
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为 该 函数 向 量 组 的 克 兰 姆 矩阵 , 称 дес Жа Го] ЖЕН (69 se. 
три, . 
EHI 函数 向 量 组 / (о (En} 线 性 无 关 的 充 要 条 件 
езен 3x detG-0.HUL Hv 2E ps pe fe 1E WU] 85 , 
证 充分 性 : 设 detG 关 0, 则 方程 组 
Ga = B a € R" 


只 有 有 零 解 , 设 
Хы = b€ R. € a» 
іті 

EU 


го Ха (уй: 


= XR 20 fi dz 


— B grb =0 En 
dii b= hobart „б, y, ЕП 
Gb = 8 
ҒЕв-бин СОҚ НЕН ЕР ЕЛ 9 s 
必要 性 , 设 f(t) ЧЕЛ, Н ТЕРЕ. Hil dr detG 
二 0, 则 方程 组 


Са = в a € RK" (2) 
有 非 零 解 ， В| 2и а= (ауа. sa) A8 时， 

Zaa, = - 0 СЄ x 
ЖІ. 
“181: 


(итога =0 i€n 


Am | 
| Sal X (тела) = 0 

上 和 式 可 改写 为 | 

K Халг) ( Зао) 

алс Іш = 0 
于 是 | 
Baf 一 日 
ВАТЕ рс) зале Т.К 
detG >= 0 

证 毕 。 


dU) ;Ex 是 在 某 区 间 工 上 定 习 的 具有 一 I 阶 连续 
可 导 的 实 函 数组 ,矩阵 
h (tO) А08 VY 
һау À, Yeh TP CEY 
оо ^ "w. ann кез жө” жө) 
| Ant) В" 
的 行列 式 detW (1), Ж Я ЖЕ ҺО) G € HO BERE E 
CWronskp fA., E 1ET Е detW (22520, Ш АЗ һа) 
En) 是 线性 无 关 的 .这 个 结果 可 推广 到 函数 向 其 组 上 去 。 
» 182. 


ENM? ла) сея ЛЕК СА 7 ЕНУ г 
Tri CS] ЕН. 记 为 
A 
FQ) = 70 
FIM aus 
MEPR 


Wo А | РЕ Е pee i Ferg) 
AITAME fi). Е НРА ЗЕ ЕЕ 
EE PFE nEn tË 
| rankW(z,) = я 
ИН Ғе) СС н) ЕСА 7 Б ЖЕЗ. 
证 НЫЕ, ТРАН БЕН БС) Се ЖЕ, 
EREHX WFE Әзав R° 18 
alFQ) = 87 ү СА.) 
于 是 
| FOTO ВЕН Угесьар 
由 此 得 
ат) = 0 
这 与 rankW (z. —5 T 
注意 :定理 ?之 道 傅 题 不 真 , 即 对 于 z€ rank W (у 
<n, 行 函数 向 量 组 SLO GiEn) 不 一 定 线性 相关 ,其 次 , 若 
限制 (2) 的 分 量 均 为 全 平面 的 解析 函数 , 则 可 证 
| 183: 


rankW (Е) = n 
се УЕ Е TEE E. 
| = м 五 
设 ЛЕ Р", ЕЙ АРСЕН ЕЛЕ А" 


ZO 


O 的 充分 条 件 。 
ВА, 
la — 7l x Ig 


—. 


=. W AEC", W 
lim А" = I, 


ВВ A=. 
шін ЕН Eue At 
г=И-1 


^U — cos АЕ -+ isin At 


e 
或 
соѕ Аг = + (e + pi 
sin Az à ек e 73 
+ > ix 
0 --а 
А- | 
а 0! 


Ж 2“ втА, сов А, 
ЩА ИЕН, ЖЫР 4-! 对 Boxs 的 导数 


а, 9 A70 $5, A70 


-- 
FN. 


dA" _ 


ав 
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+, 证 明 : 

щаеР”.ЬЕ Flo 
bal = a (Ob = Ь 59а? 

22005 А (аа, + a, € Е", ЙІ 


А = У (а, бе › 
=з 


= 
H 


д’ = Xa 9 6) 
Ев eh P" 中 第 7 个 坐标 为 ] ,其余 坐 标 为 0 的 一 组 标准 正 
变 基 ,7E т. 
3. Æ læl= у= 1. Xl 
.lx vl — 1 
4. 设 4EC БЕС”. H x€ C".yC С" 分别 是 4 与 
БІН T Tr AER 4.p 的 特征 向 量 ,; 风 hp 是 AOE ВУЗЕ ‚хо 
y 是 AQB 对 应 于 特征 位 Ac 的 特征 河 量 。 


1. R Ax 对 x 的 导数 
2. cR x'Ax 对 x ЕН: 
3. Rixa A(x—aY x 895p E 
4. 3RÜGin Ах кА Bg ges 
A. EA BS-—B".H 
di — Ах 
求证 
SL OZ В) = 2x BAx CA >= AU) 
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+. B ҒаЗ- СУ; СОО ОД, PG en fu. 
AE > Петти 


қ 
с- [EF OF Odi 


下 一 、 ЕЕН КАИН уе R° СОЄ ИН 
REGE РК РЕ ЕЕ РЕ. ЖЕ ТИЕ C" БӘ ERIS] EE. Жу 
ЕНЕ ДЕРЕ ТЕЕ ИЕЛ ЖЫР ВЕ, 

十 二 、 ж/б) ас ЕҢ) m Жан, 


ТЕ | fa 
low]. < ШІСІ 


911.1. RT ай 6. EA PEI 1. n ЯНА ІНІ fF 
Z? 
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же 矩阵 函数 


上 一 章 … 曾 就 矩阵 级 数 的 和 函数 ， 给 出 了 一 些 皂 阵 函 数 
СОЯИ et. sind. cosA, (7—407 SO 的 表达 式 , 本 章 ， 将 从 
更 一 般 揭 观点 给 出 矩阵 示 数 的 定义 ， 并 由 此 导出 矩阵 务 数 的 
更 为 实用 的 表达 形式 。 


$6.1 矩阵 务 项 式 


正如 铸 项 式 是 了 落 数 中 最 简单 的 函数 一 样 ， 和 矩阵 多 项 式 也 
жк. СИЕ. 
EX 设 AE Prx"， 
РА) = а Бад + as X + + + a, № а» 
是 下 上 的 多 项 式 ， 则 称 
fib = а, L + А 4а At Ба, At (5 
为 A ПЕЕ I. S (1) AP a0, Wf ”为 和 多项式 f (2) 
йл, Пе deg (А) =». 
Жі ИГО = А +6342, H 


则 


sawaan ер d 


о 3 0 20 2 O 
27 Í, J* G J^ " „= ( 2) 
ЙТ ИШЕ Д f СА). g CO 的 和 与 积分 别 定 义 为 
РСА) HELA А (f + УАЗ (D 
FAJLA À Cg) A) c» 
可 以 看 出 ， 对 于 证 阵 多 项 式 ， 加 法 运算 的 交换 律 . 结合 
律 ， 痊 法 运算 的 交换 律 ， 结合 律 以 及 加 法 与 乘法 运算 的 分 配 
律 等 .显然 都 是 成 立 的 ， 


ЕНІ RAEE, ЎСА) = Sax ЖЕ EET. M] 


ay AT OAT) = T fCGOT 
bo Ах, = Ах. € Ғ.,дз» с F" (Є н), М 


РСА ух, = fü, ге "n 
c) ЖАЖВИЯР. НИЕ ОУ 
` A= ХАҚ, 


т<} 


则 
FA) = ХОРЕ, 
d) Ж А=афар (An Aj, ce. AD ЯН СЫ 
dA S ЕВ, № 
FAD = diagC A, FK CAD i FAD) 
定理 的 证 骨 留 给 读者 自己 练习 。 
定义 7 МАЕ FUOD) Бад 为 上 的 多 项 式 , 若 


FAD = O 
+188 + 


则 称 /为 5796 
- 02 ЕЛО) = А — 21 


A= (6 о) 
则 因 


көз} 3-4 9-0 3-63-03 
i fo = x ng A= (7 Ji its £ iC. ITT: 


gA) = 0 — aE A= (5 | “的 化 零 多 项 式 .由 此 可 见 ， 
一 个 矩阵 的 化 零 多 项 式 并 不 唯一 。 | 
4L2E dE XC EUR THIER. 
定理 2 2) Ë n MEE 4 均 有 化 零 多 项 式 ， 
5) ”A 有 次 数 最 低 的 化 零 多 项 式 。 
证 a) НТ Е № п ЕРНЕУ јај. BA 
LALA A™ 
必 线 性 相关 , MFE „+11 ЗНО ао diar ada 
使 得 
21, + a, À + a, AS + + + az A" = O 
ЯВ fA) = a, dc «iA dr аз" + bag 39 А УЕ. 
ы 由 正 整 数 集 均 有 最 小 正 整 数 . 即 知 结论 正确 。 
定义 3 МАЕ Р" 的 次 数 最 低 的 化 零 多 项 式 , 称 为 
ЕЕ A 的 最 小 多 项 式 , 记 为 (2)。 
和 矩阵 A 的 景 小 多 项 式 具有 以 下 性 质 。 
. . ‚ 189 * 


- 定理 3 нваеғе, м LEM 
ау A 的 任意 化 零 多 项 式 均 能 被 A 的 最 小 多 项 式 整 除 ， 
b) A 的 首 1 (多 项 式 的 最 高 次 项 系数 为 1) 最 小 多 项 式 
唯一 ; 
e) НЕЕ, 
а) PaA X A € Cexr 的 首 1 最 小 多项式 ,4 - 
TJT 为 4 的 约 当 标 准 形 分 解 ， 
J = ЕС, Junt JL) 
J, = ea еы) ісе 
J, € Се Лк € Choo A ATESCRHIETEM PEE mi a G 
€ ЖЖ A 的 特征 什 Ае ВЫ ЗЛ RENE o S 
АЕТ А — AMEE d, — пахла, 则 
р.) = (А AD^ — Apre 7 A 
证 а) ГО 为 4 的 化 零 多 项 式 , 加 0 XA ШЖ 
项 式 ， 册 最 小 多 项 式 的 定义 知 | 
дер (A) >> deg, СА) 
ЕН ЕВЕ. 存在 多 项 式 (ко. {Н+ 
FOD = 4,000002 + (2) (5) 
其 中 或 者 T(t) = О, ка) 0. ПУТ 
degr(A) < деру, СА) 
者 СА) эс О. УСА» — О.,САУ- ОЖ Фан 
“АУ-О 
这 与 4. СО 是 4 的 最 小 多 项 式 巴 盾 ， 所 以 (2) =o, HII 
ЧА 
5) X 4.00 与 (4) ІЗ АЙТАЛЫ аҚ. BU 
-190. 


А) = é, САУСА). СА) = go 
得 : . 
gà) = KAPA 
ELT eO) JE É 1 BJ 8 OA = 1, ИМ РСА) = gA =1, 
Вр (> = 4.02; 
со Ë B= ПЛАТ, 由 于 
PaB) = T^ uCAYTE 
КАН BAHRA Е Ж ЛИ (g. CA) = ОБ g, (B) = ОЗЕ 
HD 277 
d) 投 4 的 最 小 多 项 式 为 
Pa CA = (А — PALA — жа (À — е 
A = TITO 为 矩阵 А 的 约 当 标准 形 分 解 ,于 是 $C4) 一 0 等 
fr F w. Gy = O , ш АҚШ ЕЖ 
Jpn 


Bb RR. а = O EE 9, р = OQ, C€ s T 4.0702 = O X 
Наср 407,0) —0.; € Ч. € a X FUB p gan RA 
(ЕРНІН, H 4, 22 max na EP na 2928 24 Be J ИВО 才 
可 能 .由 于 最 小 多 项 式 是 次 数 最 低 的 化 零 多 项 式 , 故 取 d; = 
тахиа, 于 是 À BD FRA Ж Yi zÇ 9 
40. САЎ == (А-- А 155 Q4 一 А.) СА — AL (6) 
00: ФЕЛА 2720. ЛЕРІ. 
: x= 191 = 


定理 4 WEACC"U WD | 
a» PL- XR (Cayley-Hamilton? 定理 
A НЕЕ ЖА A 的 化 零 包 项 式 ， 
5) A 的 所 有 特征 值 的 几何 重复 度 殊 为 1 的 充 要 条 件 ， 为 
A ES T E ETWAS I Rim EE 
с) А ЖЕҢИН PERS ЖИ dio1. j€ r; 
4) E400 为 adjtX 了 一 A) 全 部 元 素 的 最 大 公 因 式 ， 则 
SO == 4.00402 
Ене 00 为 AREENA; у. СО 32 ARENEDA. 
证 а) 由 定理 3 的 dy РЕНАН ЖЫ 8р 
Hl; 
5. Ш; | 
d) Е.ЧаАТ- A» = ССА), А 
(AI — АаајбА I — A) = АУА, 
得 | 
(11-- АУСХУЯОУ = ФА, 
АСА СА), Ik, $ pA ңа. {К ЛЕА 
AI С = «AM, C) 
BIETA СА) 是 А 的 化 零 多 项 式 ， 因 此 ， 可 令 
PRAY = ЖЕЗ еу) 
НТ у. (А) = 0, H 
Pal = (AI AČA) 
TER «CO 乘 上 式 两 端 得 
ЭГ, — (АІ - АСАУФОО (8) 
比较 СТ) 与 〈8) ， 并 由 除法 的 唯一 性 得 
СА) = ба 
WIETE аслу № CC 全 部 元 素 的 公 因 式 , 但 Ca 的 最 大 公 
.192. . . 


БІЗ FARE RE 1, BT ФА) = ó. CA, 亦 即 
PA = Vu CO (А) 
ЖЕҢЕ, 
定理 $ УФ, во) 为 的 两 个 多 项 式 ,A ЕС”, 
РСА) = gD RERAN 
FOAD = ФО. 6ам4-0,1.--.4- 1 (9) 
其 中 0 (4) eO » d;=maxau;r GED XA 


ДЕ /] НУ АУ. . 
证 УСА) = СА) РУСА) – gA) = ОУ 
FIA gO) m. 009 00. 显然 这 又 与 (9) 式 等 价 。 证 毕 。 
Ek JO 一 口 的 充 要 条 件 为 
f?(A)-0 了 Ed， 一 0 一 1 - 
ЖжЖМа AEOS ЕСА 为 域 C ERST ED 
RAG € п) дА НЕЙ, T так ГЕ д, # 
(00 Фор = ФО) Ев, L—0.0,.d;—1 
ШЖК / OO Бр CO 在 4 的 谱 . 上 一 致 .. 
定理 6 Я ЛЕС”, Ха 为 域 C 上 的 多 项 И, МІ 


feos EXGDL, E 


其 中 
-TBT 
" | 
m= 50 d. —% 1% 
О 
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H = (J, — AED H: = jou 2) 
o i 


J, = J, 一 第 i 个 子 块 
о. 
о 
А = ТУТ! 为 4 的 约 当 标准 形 分 解 。 
证 А = TITOJ = ХАЖ 


= 


оу = fO) + P O30 —À -LQ (А — АЎ 


вар aci 
чать!“ 


于 是 (GD ОАУЖА 的 谱 上 一 致 ， 从 而 
FID = gD = Хар. + Р ОЭС, — М.) 


"ГА. «ТА, 
+ PO a, f 


— 4. 4—1 
— Al, ‚У Tt" ++ (d; — Dt: t (J; Ad.) 


TE | 
У = FODH, + P RDH + = + fer CAD Ha 
" 


ЖАУ = ТУОРТ = T Xfdo)yr? 


- Эт Хучаәнуг- m ЛЕЛ Е! 


- tieġ 
ШЕКЕ, 
Изя 
.1194% 


е 5 
соо = 
о mc 
© = о о 
f! 


| 0 
БАЗЕ ЖКТЕ. 求 AAHH, 
М 400 = det(AL — A) = А — 1, 于 是 由 凯 某 - 喻 米尔 
МЕН, М А*-Г=О, Ы 
А — АЗ 2E = АКА — IO + 21, = 21, 


ma ic | 
О{2 1 1 
А= [ 2 |. 
| 112 ^*' 
MIR- MOKRE OR A", 


Ж 00) = 4е (М 一 A) —2 6 4-93—4. 由 遍 莱 - 险 
EREA АЗ-6А:--9А--41,, 于 是 


3 —1 —1 

ат Z 1 3 一 | 
-1-1 3 

м5 it ATIT 
A 1 


РО) = Q — IFRI. 
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Ж BFA m5. m2, 4ү-3. d,—2. 于 是 由 定理 
вш. 


1 
0 7x7 


2 4—1 | 
f (A) = ао Е 
ісі:-ф 
= (À, — PE? + 20, — DEL + 271 
十 (А. m РР 十 2(А, 一 DE 
= T| Q, — D'Hi + 20, — DH: + 2н 
+ Q, — А + 29, — НИТ 


СА — D: 3(4— D 1 
(А, — 1» 244 — 1) 
= T | 
СА — 1. 
(А — 1» 
СА, 一 1)? 


СА — 12 2а- пт" 
«А, — 1: 


$62 ”矩阵 函数 的 定义 与 性 质 


首先 ;利用 给 阵 多 项 式 纵 出 矩阵 函数 的 定义 ,然后 ,再 讨 
ie AB PEERS ОТЕЛИ. 

ЖМ Кос PEES 4EC "的 特征 值 的 开 
à LB87]f ВЖЕ COSE C 上 的 多 项 式 , 且 #5 站) 在 
A Bf E—3x ИЕ 

FCA) À gCA) 

由 上 节 可 知 , 对 于 给 定 的 解析 函数 SG .一定 存在 与 它 
在 ADEE- -RISTA gt), 如 果 gC) Le OO RETE А 的 
ЖЕЗЛО-КНЯЕЫ СӨЛІ ША n CAD 9 CAD „ 36 
于 这 一 点 ,可 四 4 的 特征 多 项 式 , 代 替 4 的 最 小 多 项 式 来 定 
X ЛО ,这样 , 最 然 项 数 可 能 多 算 一 些 , 担 省 去 了 求 最 小 多 
项 式 。 
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| "AD mm 
ЕТГІ 上 的 解析 函数 R FA). 
解 ” 由 于 44 只 有 一 个 mr 重 特征 值 如, 故 其 几何 重复 度 显 
然 为 1, ШЕЯ 4 Z Б.А 的 特征 多 项 式 与 最 小 多 项 式 
一 致 . 即 


TQ) = ФО) = (А À)” 
5 

ED = FA + P GOOD d + C GA 
于 是 gl) 是 与 f(z) 在 4 的 谱 上 一 至 的 多 项 式 ， КН ЕЕЕ 
HEX A 


. JAA) PAD) Aaa A 


хар го». c оға XA 

КА) == Сз, : 

`. tf p 

t. fap 
ЖЕКЕН ЖИС, 


定理 1 RACC ЛОС КЕЗЙН. 
RI 
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^a) АЛ(А)=Л(А)А 

Ы) ЛЛА) СА) СА) 

с) САУ CAM A AFLA) 

d) Ж AOS f(z) 在 4 НЕ, 
РСА? = РСА) 

e) ABEC, Н В=ТАТ", 
Жану = TACAT 

D E 


l^ 
а = ^ = А, ФА, Ф --. ФА, 
| А 
= diag(A, A... АД 
则 | 
ЛСА) = СА) OQ ACAD © e Q ACAD 
= diag Л, CAD | СА), ACAD) 
以 上 只 要 注意 到 和 气 阵 多 项 式 具 有 相 庶 的 性 质 即 得 ， 
定理 2 Нес, лә) FE гут, ША, ЛС). 
ftx) 在 4 的 谱 上 有 
| ЕС, OL РС) = 0 
则 | 
ЕСА), АХАУ = О 
证 ЛС). Aczy 在 4 的 谱 上 一 RI UA 
8.0025 gz. (A. H 
ФУ 
ШЕ АНТЫ: S 
ЧУ = gin СА СА) = eC LO. £00) 一 0 АЕ АСАУ 
4199. 


于 是 ,由 上 节 定 再 5 的 推论 知 


gCA) = О 
r 
gn CAM CA = g(f,CA).f,CAy = O 
 Bi2 试 证 对 任意 的 лес” Я 
a) cos'Adsin'A- 1, ` 
b) eeel 
с) e"—cos Ань i-V —1 
WE 2) j вби, хот, fi бе) сове. f. 
=sinz , ШЇ Ң 
созім 十 sin?z = 1.(cos"z 十 sin'z) = 0 
有 
gC Go fi) = 0 ЄС 
g CF Goo fiis) == 0 үгес 
由 定理 2 有 | 
ЕСААУМСАУ = О 
Вр 


cos? + Біл? = 7, 
b) абыл =ar l, f, =e, f,(z)=e “ИШЕН 
eet =1 有 
ЕСА (=>, fi =0 
ex 
g(J CAD. АСА) —O 
Ер 


c) В рб) =r, re. fi (а) сова віп, f(z) CO— 


"un i . я), fair) =0 | 
故 #СЛ CA CA) О 
ЕП | e^ —cos А-Нівіл А 


$6.3 ГОА» Jordan 标准 形 表 示 ( 标 准 形 I) 


В, ЖЗ Ой, Л ЖӨЕ БЕРИ ACA) 的 几 种 常用 的 表示 方 
法 , 先 介 绍 用 А 的 约 当 标 准 形 J 表示 CA), $6.1 ЛА 
НЕН НЕЕ EE dE А ШАН ЕН ЖЕГЕ 
ЖЕ. 
定理 № ACCUUIA-TUT US А 的 约 当 标准 形 分 解 ， 
f(z) 为 域 C 上 的 解析 函数 , 则 | 
ЎСА? = ТГ" Q) 
其 中 | 
ЛОЛ —diagCfQ 0. С. FULL 
f) = ав ИО», ЛО, S TiD i€a 


| 1 Ё Та 
КА» f 21 га» r 


n —1)1 


my 
KA) FG) бар 
JU = t. . um 


` G 231 


t. tf op 

t. RA) | 

ЕЛУ АЗАН). ЕГІН ACAY) 的 这 种 表示 式 海 / (C4) - 
АЖ Г. 
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ВАЗЕ A АЕ Ы.) UNT B Ш ERS DE IF 
TED IB, de XT fg šK XB ВЕ, РЕБ САУН вхо Б.Я 5910 
в. 
#1 i A€ c<, m 
" 因为 с" C КТЖ. 外 上 述 定理 有 
PELL XM = тет- 0 fe 


其 中 21 n. um 
` t echt 
"I 
e= et 
| €) as 
eliv 
ені оле 
g= 2 Ее 
РАТЕ “ж; | 
Е : gai 
A. A "m 
e ё — TÉ ......... Е 
: 21° Cna— D)! е 
et тез о... MAP 
t (ná—2)1 
eo 一 " . 
L] LI ` 
. ден 
* p 
¿€ s. kCa 
piu | 
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Ж ‘ЖЕ Т, 


Ж HT | E 
А-3 —1 1 i o 0 
一 1 4-2 ің: А-1 0 
—2 —1 À о 0 (4-2): 
FFL A — 1. Am A2. dil. dic. 于 是 4 t VETE 


А-А- 


为 
1 
к 
2 
由 于 | 
一 2 —1 1 
! 一 4 一 | 一 1 -1 | 
—2 —1 1 
ЖШ 4-1 ШЕРІ 6 — (0, 1, 107. УҢ 
—1 -1 1 
2I—A-|-—1 0 1 
—2 —1 2 


ЖӘЙ à; — A,— 2 的 特征 向 量 J. = (1, 0, 157 RET Ef 
HERBIER 2 — (1, 1, D^. 于 是 


011 
1 0 i 


11 1 


Т-- (ti sirel} = 


"203, 


T^?—.0 —1 1 
1 1 -1 
к 
0 1 11Ге —1 1 
e*'—Te"r—1 0 1 e glo —i 
1 11 | =" 1 1 
Ge se” G--2)e" 
= — е-е ее" ere 
wet Des ии“ e (t+2)er 
pis я 
| a-| 2 
— 2 
GR e" n ETE 1. . 
ңқ ««(М-А-О-10-3.5 
АНИ 
2 3 


АБЖ А 对 应 于 1 一 1,. L,—3 的 特征 向 量 分 别 为 
| t= (1, 107, t,2(—1,. 1 
于 是 - 


故 代入 (1) 得 
: её! Ге!‘ Г! 
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оре |= 
Ww —. R. P 


1 
-[! t °] 2 
. 1 1140 e| 1 
. 2 
_ ее” ЙА 
= „ 


PE et es 
86.4 ХАНЫН -五 勒 维 斯 特 (Lagrange- 
sylvester) 内 插 多 项 式 表 示 ( 标 准 形 1) = 


BT XE PEOR Ж ДЕН RE ЖД А ЖЕЕ УН ЛЯ Е ЕЕ 
函数 的 表示 式 , 便 可 转化 为 求 与 它 在 矩阵 4 Е 
阵 多 项 式 , 这 样 的 矩阵 才 项 式 不 唯一 。 本 节 将 给 出 一 个 求 比 A 
的 最 小 多项式 的 次 孝 低 的 与 ГОДЕ A qj. E— 3x 89 & 19 zs 

РКО ACA) 的 具体 方法 ,。 这 里 的 (将 称 为 粒 格 朗 日 - 
Va RNE RR SPSS AA. 
为 书写 方便 起 见 ,用 
САСА») = gCACAD) 
表示 f(z) 与 g(z) 在 4 的 谱 上 一 致 , 即 
РСА 904) i€g—0.2..d;—1 
其 中 АСАЖ АН, ЛЕ ЛСА) Geo). X 
f*(A)—0 i€s.1—0,1.2,,d,—1 
. 记 为 
БАСАУ-О 
定理 1 K AEC PWO AEA. Ш 
FIALA) =O 
的 充 要 条 件 为 d, O01 РСА), Жр & GO A 的 最 小 包 项 
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证 H 
Дао f=0,1,2. ТЕ 
等 价 于 АЖ РОУ а GU Zed POR Е 
о = 
也 等 价 于 
d. (A= (d А) САА QA" Lp Q0 
定理 2 jq ACC, су АСА) АЕ ЛИ. 
Н FCACAO, EA 0150 p СА), BE i 
ЖАСАУ) = АСАУ 
则 存在 多 项 式 PO. EA 
ЖАСАУ) = pGACAD)). deg p < бен, = m 
其 中 2.6800 A 的 最 小 多 项 式 。 
证 不 妨 设 degp Om. MA 
. p CA) = Ф,. 0449 + СА) 
其 中 degr(a) <m. BT AADO, H САО, В. 
FCACAY) = p KACA5) = "САСАУ) GQLCACA)) = О) 
于 是 取 (А) = САВТИ, Б 
定理 1 表明 ,在 4 的 谱 上 与 口 一 致 的 多 项 式 一 定 是 4 的 
Ш 51750, НМ Ama e X. 83 X8 [PE pK YE. Ж. ЮЕ ДЕЗЕ ИЧ 
ЖЕН 2 表明 当 FIACA XO В, ЕАН 4 的 最 
ААА ЖЕ А РО», fit 
fCACAD = АСАУ) 
下 面 给 出 求 p (00 的 具体 方法 。 
定理 3 i AEC*" 的 最 小 多 项 式 为 
ФА = (А— 204(4- AD — A 


` degé,() = т = 2а, 
тә 


4206» 


则 多 项 式 
BOO = (Зена — A» уа (А) 


imi ігі 


= ду ; 
EPO 60-7 154 = п (A— AD^ ісе 
ін 
degp (А). m 
H 
ЖАСАУ = АА) 
证 баст ИВАН 
(з ól a 
6.0 - За тата t + x] 
автал 
1 а, B0 А 
а Са TEWE 


в = g-p es 
ЖЖ НЫ РОЛЕН ЛУН ХА. н 
ЖАСАУ) = РОСА» 
放 上 式 又 可 写 为 


ое, ZO) | | 
e = q dasi - 40% 3705 " М € d.ics (2) 


将 所 求 出 的 系数 о; А 1) 26 РИА | 
РСА) = >( Xs 一 ADT Jp A) 


i=l #1 


这 里 АС = PAAD RE E e ERI, 由 此 可 定义 
РСА) = РСА) = (FacA— Ур) G) 


iml l=? 


此 处 系数 о, шырыны ЗЕРЕН л ны 
” 207. 


BH H-P ЕТЕРІ. ORRERA КОЈ FOOD 
BEREI, 


pA) = По- 1) 
ігі 
еі 


! TOD 
ЖаАЗ- 5 SSAA (4) 


这 也 包括 A 及 个 相 异 特征 值 的 特殊 情形 ,这 时 ,只 须 在 (4) 
Ж оеп MEJ, 


я 设 
0 1 0 
А == 0 0 1 
—6 —11 —6 
求 转移 矩阵 e*。 
а) НИТ, 
5) 用 标准 形 1， 


Ж a) derCZ 一 4 一 CTI)CAT23(AT3)?， АН 
ом. 
—1 


—3 
- 208 • 


且 由 于 当 


0 ü- 
о 1 0... 0 
г. s. 0 
0-. 0271 


AE EE 
1 1 (d) 
А 6 à, 
т= м А А; 
aD ap ce ao 
BP A XT БУ ЛЕН Ж у L ,和 ,二 ,we ATOT En, 
1 1 1 6 5221 
ДЕ 一 2 ат —8 -2 
1 4 “时 | 2 3 1 
TRO 
e - 
е е7? | 
е7 
e^ Те“ 
ері 1 е 6 5 1) 
|= -2 = et К 一 8 - 
1 9, e 2 3 1 


. : 4 


r Ge'-6& "-F-2e*" — 5e'-Be?' Зе ete” ew ` 
=+ -6e* 4-12e?- e * -8e'--18e7-9e* — -e*--4e Зе 
6e-24e7--18e? 56-3207 --27&* еч-ве? де 
Ы 已 知 4 的 特征 值 AT —1. а —2, 47 3 均 为 音 
жігін (аз | | 
| g^! . Е! _ 1 
#9) F DFD 2° 


ЖИИ а, = —e Tam pe РА 


ау = 一 


¿“= Pag (A 


Leasan (A—ÀDe^7— (A—ADGCADe? 
十 去 (4 一 MD(C4 一 De 

бе" -бе 十 2,9. 5e"-Be 7 -+ Зе” г-ден vet 
=+ -6Gr*--12e7-6e* "-5e*--16e 7-96? — 6-4 4e? - 3e" 
© бе-242%- 186%  бе'-32е®-Е27е*_ e*-Be * -Ege* 
.与 9) 的 结果 一 =. 

$6. 5 атак Е) 


И ЕЛ fCAME Tif BH В ЕЕ ЖА, 
Do РОВ m—1 IK EXEC — деру, GQ) „4. 5 A 的 最 小 
SHW Hanara H 
| АКА = а, + «А-а. + + На," 
БІН IHE 4EC ,矩阵 函数 УСАЛ) 

УСА» = adl, + аА + а: А* + += Rau A= CD 
其 中 系数 доза аза. 满足 下 面 的 方程 组 

. 210 А 


FADS atait Han- аА" 


f^ OA) au, саса, LD 1 bas d, 12 pte 


Sadarkah Hat Te ree AU 


ес ЭСА, )—au, ебі. —1) ! қа, (d, 1 M3. 


(m—1) ! , 
tam 1) ГА” 
TESI. H d= YG Cai. IE HR 77 FR 38 n] FH AB EJE 3 3 29 
Жар 1 А" "А "= aa 
FA) 1 АА а, 
. 一 . НЕС 


JU 1 A... tla, i 
Жж Б ЕЮ 六 有 4) 的 (1) 式 表示 式 ; 称 为 用 有 限 级 数 表 示 , 并 简 E 
称 为 FOOBSEOR 1, | i 
注意 :由 于 4 的 特征 多 项 式 与 4 的 最 小 多 项 式 在 4 的 | 
НЕА, f (4 也 可 用 特征 多 项 式 定义 为 E 
FLA) = bl + BA + b,A2 + 6L AT! (2) — 
其 中 系数 barbi НА: | - DO | 
gA) = b, + bà + bA + - + 5,1481 - 
5 f(z)£E АВЕ, Bi E: | 
FOD = gO)  i€s1—0,1, m 1 
来 确定 。 : | 
pi i 


. 221* 


用 有 限 级 数 法 求 e^ 


№ ZMA 的 特征 多 项 式 与 最 小 密 项 式 分 别 为 
PA = (à— D.6,0) = А —1 
ау 用 最 小 多项式 。 由 于 此 时 w= 二 1], 有 


PQ) =а, 
从 而 
et = mi, 
XH eh — РСА) avs СА, = Den — e TE 
e^ = eL, | 
好” 用 特征 多 项 式 。 由 于 此 时 я-2.Я 
а = b, + БА 
. XH 


» =e = + 
сез” | = е шеф 
走访 一 e, 久 一 0. 于 是 el -—el,, 


біз 9 
00 —2 
4- о o| 
: 10 3 
MARKEER e", 2 
NM H 
A O 3 1 0 : 0 
ia- 0 1 Т! А—1 о - | 
—1 0 4—3 G 0 &4—1)(4—2У) 
有 
9 = 


СА — 1—2), d, (À) = A 1)СА — 2) 
a) 用 最 小 多 项 式 , 则 
* 212 * 


оз РСА) = а 十 аА 
解 方程 组 ü | 
e' == a + a, 
» = as t 20, 


得 a= ее", a= e — e, 于 是 


е“ = a T, 十 aA 
2e! — ей 
— де — e 
. 2 — g” 


0 9 2e 一 e *” 
2-27 0 2—2" 
| 0 e 9 | 


9 et ee 0 
2—6 0 3e—3e 
е-е 0 228—284 
0 ”用 特征 多项式 ,有 
айу = b, + bà + b,22. 


十 


解 方 程 组 
e = b + b, + b, 
te = b, + 2h 
e" = b, + 2b, + Ab, 
得 ` 


bo = e” — 2te', b, = Зе — e” + 2e, b, = e? — e — te 
x 


-2 0 —6 
А = 0 1 0 
3 9 7 


代 人 得 О. | 
e^ к= bala + bA + 6,47. | 
d 213 * 


| 


b, 
5 


0 0 -2àh -2&, 0 -66, 
十 r b, Ü 8 Q b, 1 


b 0 386 3% 0 ТБ, 
26-% 0 2e — 2e 
= | о é 0 | 
е#— 0 2€" — е Г. 


注意 26 оола (b, bi БУНТА, а» „аз В. 
ЕЕК ген еле ПЛЕН. НИ, ава 
Gy by 2) 也 是 线性 元 关 的 上 的 函数 , 放 一 般 可 表示 为 

FA) = a GM, аА + фа," 
或 

Жау == Bb (831, + I GA 十 … + Жасауы 
ЗЕ НН ао (0), а E), наа УСЫ СР em b a GO) RE 00 
线性 无 关 画 数组 。 


习题 < 


— BA А5520,1ЕЕ—1, A: 一 0, 是 否 知 道 4 的 最 小 多 
项 式 及 АА? 
二 , 设 
| ы 
ка = Жаа, в 


试 证 ау БЕЗ-О із) УБРЕМ 


REMEN z* 的 表达 式 ， 
a) ЖЕТ, 
b) ЖЕБЕ: 
с) Rib. 
p. 


Ж et sins cos A AI, 


五 , 设 A BREA А ге, № 


dete! = e = '! == € 


10 O 
2 2 { 
оо 1 
Ны Кж Ж 
А? — 44% + 545 — 2А* + I, 


ж.ж 


А = 


+ 215^ 


жый Туйш 


оң AC Cw 时 ,方程 组 
Ах--Ь 
ТЕЛЕ Е.Н х= А. з-ара] EE 6 
性 方程 组 | 
А„хьх== b 
ЕЯ х= В.Б? 

1920 FECE. М. Moore) B JG S DET Po 30g XX — 
概念 ,其 后 三 十 年 未 能 引起 人 们 的 重视 ,到 了 1950 年 后 ,由 于 
电子 计算 机 的 出 现 ,推动 了 计算 科学 的 发 展 ,广义 递 和 矩阵 才 引 
起 了 车 遍 的 关注 ,从 而 得 到 过 速 发 展 , 现 在 它 已 成 为 代数 课程 
的 基本 内 容 之 一 ,这 里 其 能 介绍 它 的 基本 性 质 及 简单 的 应 用 ， 
承 此 也 能 了 解 到 科技 界 很 乐意 使 用 这 一 工具 的 原因 。 


$7.1 Г SOESBRERR PEG 


ЖХ XDBMOACCUC НН: ВЕС" 
| ABb=b vb € RA) (19 

ИЖ B 为 A Г ХЕ HE B= АТ, | 

由 《1) 式 知 ,车 А ЄС" А МГ ХИ ВЕ, ШАРЕ 
| FB b€ RC. A БЕІН 
| Ал = Б (2) 

的 一 个 解 。 

„0216 “ | 


ХЕ 4- 具 有 也 下 和 性质， 
定理 1 АЕ СГ МЕ А” 存在 的 充 要 条 件 为 。 қ 
存在 满足 
АА-А = А (3) 
的 АА ЖЕЛЕ BETTE | 
АХА=А | (4 
#8. 
证 必要 性 ; ЯН ЛЕС" АУ БЕ САЎ 
AA" bs b. WEE Р, = а,б п, A= Cas oa 时 有 
AAT (nia, s.a.) — Сараға а, 
即 
| AA А = А 
тон HA A € CE (Зо ДИЛ. R FIERA b€ 
САУН хе СІН 
| Ах =b 
РС) ЕЕ rf 
АА” Ах = Ах 
于 是 AA =b, HEXA Вр A Г УЙШ, 
НЕ — Вр | 
rankA < rank AT 
定理 2 aa ACC B Me c> peu, WER 


d, С 
MAP = | | 
оо 


- 217 < 


是 АНГ ХИН, ЕН. ЄС" 7,16 Сохо 4E 
RER. | 
证 ”由于 rank4 一 ”， 故 有 初等 变换 矩阵 Р. 使 得 
АР = LAA) A Є Сх", Р g 7 

因为 A E CSO 的 列 均 能 用 A, 的 列 线性 表示 , kk E ЕЕ 
СЕС" 19 ААС. 

АР = A CIC) 

由 于 rank4i 一 ，, 故 存在 初等 变换 矩阵 ， кестеші 


А 
кул, = | A. | Ан Є С 
31 


由 于 A 七 Cw ?3*" 的 行 均 能 用 4 的 行 线性 表示 E ТЕЛЕН EE 
вес xr ДЕЛЕ An = BA, ЖЕ 


I, 
KAP = | [Г 
В 


H4 ` 
sc [S P| ua 
Ш 
we-[ 5, E eco 
-[ со. 
于 是 
a=m | " |?" 


‚ 218 + 


Il, С Г. ПТ. 
АХА = wl 4 | |мм> 
О Г. 


оо 
Loc L C 
| Je = w| м-а 
оо оо 
І, 1, 


k x= P| J Ай Туйш, 


如 果 说 定理 1 给 出 了 广义 首先 阵 定 艾 的 一 个 等 价 命题 . 
定理 2 ИНЕТ ГМЗ РЕ 4 的 存在 姓 。 


Я: i 
19 
іо O 1 0 9 
ЭКЕ 
ото ô 0 1 
го 
£x 
АВА = A. АРА = А 


El B 5j D 1823 АҢ ГО SOM SEDE, 
:定理 3 R AGC, AGCM 
a) LADT CALO САНУ — (ATP 
b) zi rankA—m—a. Ш А = АН; 
с) AAT dE AA УГ НЫЕ, Н 
4 0 


| ú À = 0 
d) # &5ЄС Tp eu В B= ХАТ. TA Sje 
ВАГ ЕШ; | 
e АЛ, А-А ЇЗ ЫЗЫН Е.Н 
„219, 


rank. = гапк АА” = гапкА А 
D RAADS RCA., МСАТ AY МСА? 
и) Ж АВА= А, CABY" — AB, Ш 
АВ = Pua 
证 а) ШАА ASA. 得 
4rC4-)747 = А? 
ни САТ )* — (AD (这 里 应 理解 为 (4-)7 是 47 的 一 个 
гон Е), 同 理 可 证 , (4”) = СА)", 
5) 由 于 此 时 Accro nji. H 
AT = AAA = AAA АА! = А ` 
其 中 4" 为 АЙЕ Г ХР, НР АЕ, А-А 
ы —; 
ce Bà 
e) (AA) = CAA. A)A = АА, Ы (АГ А)? = 
А-А. Я 
гапкА = гапкАА- А = rank AA x rank A 
Я rank АА” = rank A; [9] Я ЗІНЕ rank А” A—rankA; 
ЛУ BZ!RGAOCRGD.NCA AYCNCAS XH е? 


п 
dimR (A) —dimRCAA") 
dimN (A) —dimN CA" А? 
ax 
КАА) = КСА). NCA- AJ— NCAD 
g) HBCAB)-AB Ме). 有 
AB—(ABY*— (AB)! 
ЖЕ AB ВН C^ 到 RADE. H 
AB= Pram 
4220. 


хн ЭШ 
AB= Pra 

推论 ЛЕС". 

a) rankA—n 的 充 要 条 件 为 А A= 1. 

b) тапкА-н ВУ ЕЕ АА = fno 

证 а) 由 定理 3 之 РМ, Ш гапкА= а BF ranka А-- 
n FE n ИР: A A 可 道 . 且 

1. = (АТ AYCA" АУ = CAT ACA" АЎСАТ A)" CA 
АУ! 
=(A АХАТАУ «АТАН ' (An AY 
Й AT 有 A 二 J 

Е.Ж АА =1,. ranka А = ә, ВЕ rank A= x, 

5) MTE. №, 

关于 4 的 性 质 暂 介绍 到 此 。 


572 ВЛ МЕ 


UAM АБС". (А1971 А. аср УШ 
矩阵 一 般 不 成 立 。 例 如 .由 上 节 例 1 知 


то 
А=| 10 
| то 
Bp. 可 取 
| “ото | 
但 
A ААТ | ERS 


BRCATO 7A. A AREEN KEER, ЖАНЫП» 
жи АЕС", фот (S! . 
ААГ А = А. Аг АА, = АГ QD 
同时 成 立 的 AS € С"; д BJ EI РЕГ X RERE OC Бр Ир РЕ 
АЖАТ ВН БГ SCENE IO, | 
£1 ШаА--сСа,. а. te, a EC, H. 
al a, = 8. jer 
Wj A” ЖАЮНЯГ МІБ, 
事实 上 . 国 为 | 
AA" А = АІ, = А. АТААН = ГАЯ = AF 
Ak АУФ АННЫ МУНЫН, 
HE LERA РЕ. | 
定理 1 X, ҮЄСЗ АЕ СГ ХЕ WJ 
2 Z= XAY (2) 
ARAHBBBE XE, 
W X 
AZA-—CAXAMYYA-— АУА= А 
2А2--ХСАУАУХАҮ--ХСАХАУУ = ХАҮ =Z 
ЖЫ 2-ХАҮБЖАНІНЫГ 2 РЕ, 
这 个 定理 给 出 耳 自 反 广 文 逆 第 阵 的 一 种 具体 构造 方法 。 
ЖЕ? ФА ЕСЕ АЕ" МГ ЯР. AC 
是 A BY EL ET ЖЕШКЕН UE SE ТЕУ 
тапк А = rank. 532 
证 必要 性 ; WA ЖАШЫК МН ЫЕ. MUJ 
АА" À = А. A" AA" — А” 
于 是 由 
+ 222 +* 


rankA < rank A”, rankA = rank A 
ЯК; зз 
充分 性 ; 设 АА А=А, Н rankA— rankA-. ЖШ 

ROA АУС КСА У ranka А--гапкА”, Ж 

К(А A) = RCA} 
МЕ Xe€cos. 使 得 

A = А AX 
В. 

А = АА А = (АА АУХА = АХА 
ШХА A 65 U S m SEE, 于 是 出 定理 1 知 4 是 A4 的 自 皮 
r Om Ер. 

Ха ЖЕЙИН Тж” Ет. КОНЫР S PY kp EE 
gd HUI EE. RR. ФГ ХХ ЕК В ERIT УЖЕ 
具体 方法 。 

定理 3 dtACcCUs. X€ C^, М 

a) тапЕАтстап ЕХ 

Ы) АХА--А 

c) XAX—X 
中 和 任 两 条 成 立 ， 可 推 得 第 三 条 成 立 ， 

证 明 留 给 读者 自己 练习 。 

定理 4 AEC, W 

У = (АНА) АЯ,2-- АЗ(ААЯУ- (4) 
均 是 АШНЫ SESSEL. 
证 ”由 于 对 任意 的 ACCUC. 总 有 
RCAF) = ЕСАЗА), NCA) = NCA" A) 
БЕДЕН PE рєє", 使 得 
= AAD 
. 223 = 


则 
AYA = РНАНА"УА=РО"АНАС(АНА) АНА 
= DFAFA= A 
НІ rankY xirankA? Ж: . 
A" ACAP Ау АЗА = ATAYA = АНА 
ЖІ rankY rank A" A —rank A", ТЕ 
rankY = rank A” = ranka 
ВЕНЕ ЗМ, УБАМНЫГ ХИ; 
: 同 理 可 证 2 是 АШНЕГ` ХЕ. 
定理 5 设 4 一 BC AER 4 的 最 大 秩 分 解 , 则 А нн 
БТ ЖИЙЕН РАЯ | 
A =C B, (5} 
其 中 B BACCO = LOR BR A B BJ EHER., ЖОСА ОУ 
СНЕ), 
证 HT | 
АА А=ВСС„'В'ВС=ВС=А 
A, АА, 一 Ca !B, BCC А, 
A А =C Bo E A MARI ХЕ, | 
其 次 , А 是 4 ME CHART AGERE, Ш 
АА, А-А 
ЕП 
ВСА BC= BC 
ЕЯ В. HA С, !, 得 
СА. В= Її. Сғ--гапкА) 
由 此 可 见 , CATH B ИЕН, ПАВ. АВС 
FEER. du Сл ', TE 
А = АТАА =A. ВСА =Cz B, 1 
`+ 924. 


ВИС А ВН РГ УНР В. 

ЕЖ.ЖА-ВСЖКАНИХЕИЕ. DCB EU 
Ені р. ССС С РЕ, 这样 一 来 ， 
(5) 式 也 给 出 了 求 A BS BELLE ХАН ER] — RIOT E. 


$7.3 ФЕ 


在 自 反 广义 道 矩阵 中 , 还 有 一 类 更 待 珠 也 更 为 重要 的 广 
ЯН Е. ЗЕЕ УЕ, ЖЕН КЇР 
别 重 要 ,而 且 有 很 多 有 趣 的 性 质 。 | 

ОТУ 4X ACCUC. REC"*" 车 同时 有 
АХА-Х 
XAX= X 
(AX)F— AX 
ХАУ ХА 
ШЕК X ЖА ВФ ВЕ. 记 为 
Х=А* 

TEAU BR В Ж =]- ЕЕ СРепгозе-Мооге УЖ, JA 
ЗЕ], ДЕЛ СН. X 5 4 完全 处 于 对 称 地 位 ， 
因此 A вх КЕН ЕЕ, 

定理 1 ЖБАвСС”Т“,НА-ВСИНОХФУИУШ. 则 


169 


X =C" (CC) (Br B) B". (2) 
ЖАНАЕВ, 
ШЕ АХА —BCC"(CC") "(B B)! B" BC 
一 BC 一 4 


XAX —C'(QCC" Y CB" B) B" BCC" (CC)! (B" By' BH 
一 CCCCA (BBD B= X 
САХУН = [LBCC (CCV ! (B B)? B!" 
| 4225» 


—(BCBIB) B") — BCB"B) В" = АХ 
(X AD" = CC" (CC?) C3" B) CB" BC) 
= (EFCC OI - C" (CC) C= ХА 
ЖЕЛКО ЕВ Г Е РЕЛЕ, 而 且 也 给 出 了 求 
РЕ FEMA RE, 
推论 лес”, Ш 


ay 23 каев р 
`` AtS AFATA". 22. ЖУ 
bb 292 -=m B$ Dot Doc б 
| А+ = ААА) ЕКЕУ 


这 只 要 注意 到 4 一 A7, 一 1.A, BID. 

Т ЕЁ? ПИ. | | 

证 1 X, YH A WBE. ІН. 

XAX —XAY AX — XY" A" X" A" = XY" A" 
—XAY-—AUX'Y-—A"Y"AUX"Y-YAXAY 220 
—YAY =Y 

注意 : ТЕШЕ — ЕН: X БАШЫ 

(1) 中 的 四 个 方程 。 

Dax ЕН FEE. 

定理 3 {g Accha B] 

а) CAT)* CAT), САН = (At 

b CA*)*—A 

c) A*-—A"CAAP)* = CAP AY А”. 

а) RCGA*)-R(CA?) 

e) AA = Ры. АТА = рай 

f) ROD-RCA'D)BJSEREIE 3⁄7 

AA*—A*A 
4226. 


证 ІШЕМ, a), PERRA: 
c) BEPREM, АЯСААЯ)+, CAP A)* АН ММА 
ЗУНР ХЕ. X | 
A"CAAU)* A= CAT CAAP* АЗН 
AA" (AAT )* S LAAP (CAA 7 3H 
(АНАУ АНА = CCAT A)* AF АЛ” 
ACA? A) * AP —UA4CA A) * AT 7" 
Kk A" CAA'D* , (АНА) AP 是 A BS Casp ABS, HH 
A* —A" CAAP)* = САНА AP 
d) H rankA-rankA" —rankA* Ж cos 
. RCA* )- АСАН 
e) HBOLA*Y—AA*, (AA*)! — АА, AA" BEX 
HE. F S 7. 1 定理 3 之 g}) 得 
AA* = Praat = Раа) 
同 理 有 、 
A* A= Prata = P eati = Put 
f) ФР ЕСА = ВСА, Яң ео 
AA* — Рио == Рал АТА 
RZ. № A A=AA*. Wi 
КА) = RLAA* D— RCA* AD—RCA* == RCA") 
定理 4 НМА, BTE. HH 
САВУ = B* A* 《57 
的 充 要 条 件 为 
В(АНАВУС ВСВ», К(ВВНАНС RCAP) . (62 
ШЕ МЕН. OO IC. 则 由 
ВНАН --САНОН--САНУЗССАВОЯУОФСАВУН 
—((ARY AB) LAB" = R^ At ABB" AP 
4 227 < 


ЕДА АВВЯВ, 得 
АВВНВВНАН= ABB"BB+ A+ ABB*A” 
—ABB'"B(R" B) * B" At ABB" A" 


= ABB"(B")  BFA* ABB" A" 
= ARB! A+ ARB" A" | 
Bil бз 
ABB'(I—A* АЭВВВАВ--О 
1— A* A—CI— At AY — GI —A* A)! 
ШЕТІ: 008 M foo t t n 
СО A* ABB" AT" COGIT — АЗ AX3BB" A")—0 
， 从 而 将 | 
Ч—АТАЗВВНА"-О 
ЕП 
BB" A" — A* ABB" АЯ 
于 是 Е . А 
R(BB" A")  RCA* ABB" A". 
CRCA* A) SRCA") 
条理 可 证 
ЕСАРАВУС КСВ) 
ORRE; 
充分 性 : НЗ. 
BB+ =P gms AT A= Pau” 
Жоба; 有 


BB* A" AB— A" AB, A* ABBIA" - BB"A" ` (7) 
由 第 一 式 得 
B" A" A— (АВУНАВВ*. 
- 228- 


НІЛ НАССАВУЯО", ЖЕМ А+ 
: ССАВ) + САВ)” AA* -LCABY"3Y* CABI CAB) B+ A* 
- {CLAD I CABY)'(CAB) B* A* ABB A* 


Ер 
ABCABY* AA* — ABB* A* 
ЛЕЙ 
Раиль Рис, = ABB* A* 
X ñ 
Ра аву Рас = Pan 
于 是 | . | 
((ABXAB—-ABB'A* ` mE (8) 
АРИЯ AR 5 0 B 
.AB-—ABB* A* AB ы | | C9) 
rank A Bx;rankB* AT 
Xp | | 
A* = A"CAA")* , В+ = (B"B)* B" 
B* A* — CB" B)* B" AP CA AT) * 
于 是 : | 
rank B* А szrank(AB)" —rankAB 
故 
| rankB* A* =гаһКАВ. 
ЖЫ 


B* А*(АВ>В+А*= BtA+ с 00 
Bi СР, АҚАЕВ HARCADI A 
В+ AFABCABY"ULCAB)"32* = В*ВСАВУНССАВ)Н + 
уь 


即 
“BT A*AB—B* BCABY* AB= (AB)* AB aD 
РН (8) — GDA B* At Re АВ, 即 (5) 式 成 
Mile | 
定理 5 Ш лес", вес”, № 
В ^ А* АВ. A,A AB В+ 
则 | 
| CAB)* = Bit A* 
证 ЯЖ | 
А, В = CAB,B,*) B, — AB,— ACA* AB) = AB 
HRANE В,” A^ ALB, аз DEAE рир Ар, | 1] 
З ХВА. УАВ, 700 
ХУХ —B, A ABB, А-В, A, AB, BAS 
=B ATAA В Ау SX 
УХУ —A,B,B, AtA B = ABB AtA B, 
—AA д, В, AB=Y | 
XY В.А А,В, B, BB, AQ TA B, L 
=B} A* ABB? A: A B= B+ A* ABB, А+ А, В, 
=B АТА, A AB SB A AB, = B,* AT AB 
=B, В, . a 2 
YX =АВ,В А+ —AB,B,* A,* =А,А,* 
出 此 可 知 , X R Y A GAE, Е 
(АВ)+= ВА, + 
. 注意 ; NER F. (ABY “ВА; М, X 
4- (5%, Ra Ë J 
224020172 [0 1 
2.22 .. 


Я 


1-11 O 1 0 
B*tA*—| . 一 GBB* 
о 1100 0 0 


574 ЖЮ ЕЛЕК 


H T DUE AE БЕ Н ВЕ. 因此 , 应 用 十 分 广 


证 。 为 了 适应 各 种 场合 的 不 同 需要 , 寻求 A BERERA. 
就 显得 特别 必要 。 下 面 将 给 出 4 的 凡 种 其 它 常 用 的 表示 式 。 


定理 1 В АЕС"^, = 
4 4= BC ЯК, М 


A*—C*B* со 


这 个 定理 成 立 是 显然 的 。 
”定理 2 设 4EC НН 


A-UDV" 


其 中 UEU™", уе” 


IX О 
D= 
lo о 


= 231 ° 


Z s= diag ( z, s das 7.0, ут = rank , a C € p 38 ABS УТ 


ít. WJ 


a) At=YDtUH | | (2) 


ы page (2) 


f; 


с) Lati ol. s| = ming; 
D i 


W а) 车 令 


штейн 
放 х=р*, B 


ET 
оқ 
于 是 


X 


рхр-=р, XDX=X 


DRY = DX , (CD) — XD 


- 


U"UDD" =". DD"U*U =D? 
R(J"UDD) = ROD'U"U)- р?) 


(UD)*  D'U* рун 


A* =A" LAA") * =V DU” DV" V DL 
=V DUDI" * =V UD UUDY(U D)3* 
-zV(UDt*t-VDU* — 


* 232 = 


Вх; 


b) На 
. At CAT -VD'UP(VD*UP)P 
—VD*'U"UD*V"—Vy(p*ywy" 
(ICY oO А Cx 
a ys |=| | 
O O O 


2 


О 
Натан. end) ШШЕН. at ИПЕ ЯНИ ЖА, 
ге” ТЕ В 


l At 1 = At cao = E, 


Pei 
€ JAG |, = max V АСА" CAt5F3 


1 1 : o 
=max 一 一 一 f= ming, Є r 
42 4% 9 о? =. 


定理 3 设 4EC"“"， 则 下 列 条 件 等 价 : 
а) 4 是 次 酉 矩阵; 

b) A"A-—Paus, 

с) АА"-Раа 

а) AA"A—A 


еу АНААННАЯ 


ке 


fJ) А*=АЯ, (АНУ =А 

g) А“ 是 次 酝 矩 阵 ( 或 At 是 次 本 矩阵 ) 。 

证 а) —) Ж H — Pra — АЗА, WI R =H, МВ 

С", Ш x —xi AP хе МСА», ме СА"), T E 
+ 233 - 


x, "x,—0.H 
АН Hx Gn s Pran — AT А) Gs e) 
к= (VP dex Gs A Ал. Do xs" x m x AU Ах» 
一 | №: 上 :一 | Ax: - 

ЕН а) 81 || => ||, = | Ах, |+. М 


хЕНх--0 У ЕС" 
由 工 的 任意 性 知 H-— O. рощи; 
b ALTI 


bd) НОЯ ig 3 Z ОЯ 
ATAS Ран, = АТА 


ЛАНА=А 
d< >e) 5: 
DSD Ed). ORAA, (REO EERE, & 
A" А Пу ЕЕЕ. ЕП АН At. HEKA” = 
Гәр) ЧЕЖЕ YERA) 有 | 


y=AAty 
ған Г) Ё 
| у i= ymy AAt Sy" AA" y E A"y [1 
S . | 
i | A”y i= fyi eX y€ RA) 
_ № A" ВА АЕ. | 
类 似 可 证 定理 蝎 其 余部 分 ， ШТА. . | 
Жі iQ AC Cr". АНА FAA ANE RR NE. 


. + 234 * 


Гама — у 


= Хғ HARA) дн 
Па, — А) 


рі 
feti 


证 ШАҒА AI PS Ee E. 
CA" AY = FAAVAE, 


ФКА = Fa Ау 


" i 
РАНА? = - Хва, yE, = ВАЗЕ, 
HT ХА) > 0, Ж 


АЗА) 
Е. = EXON 


于 是 
АҒ 二 CAP A) * A" 一 Pa (A AY E, АН 


ITcA"A — 41) 
ғ | 
= ЖА (АНА) АН 
m Па — A) 


FBOST AB AUI RRUE дк. ЖЕ 8] — 4- 31 
B. 
ЗІНЕ W A= An €e C". W, 
AA* = ВЕСА + 82571 


-235e 


= ша АСА + 61)-1(-- At A) 
证 ХТА 5| > 0. [IN A + 27 тру. 故 
(А + ôD ТЕТЕ. 
Я A=UAU", А = diag (A As. А), D 


由 
СА = ААА = AtA* 
有 
(ASD-4 = (A + óD AA- 
= UCA + 8DD UFU AU A 
= UCA + 8D WU A* 
于 是 | 
limCA + 87A = limUCA + 2D ^U" A*3 
= U limdiagCCA, + 80-52, GQ, + Аи, +, 
(А. + 87 AU" A* 
U AU" A* — ДА+ 
同 理 可 证 | 


limACA + 3757! = AA+ 
Ü 
定理 5 АЕ Сх", WJ 
А+ = limCA* A + 81,3-5АЯ 
ñ ғ-да 
= linA* (AAF + 381,57! 
КЕ өз т Е бо: $0 : 
W НЯНЯ 
- limCA* A + 21,9149 
= linCA^A + IA" AA* 


* 236” 


= APACAP" A)* A= (CAU AS* 3* AP AAT 
== (AFAJ? АН = А 


[7138 n[ uE 
А = limA" (AAY + ё.) 
я 设 | 
11010 
A=i0 1 11 i 
1 0 1 1 0: 
3KdE (eu ABER А+, mE 
М ”首先 对 4 进行 最 大 秩 分 解 
1 _ 1 
100 3 E 
_ і 1 
А 91075 5 
1 
0 0 1 * > 
所 以 АВК 
| 1 11 
1005 —— 
1 1 mi 2 М 
А=ВС=|о 1 1]|o 10 +L d 
00 Hi. i 
901 + i| 


НЕНІ At— Ct pt, И ВЕНИТА, в 
: . 237 + 


В+ B` = 


上 
2 


_ 1 
2 


hj 一 


кә|- 


1 


| 
әде  m|- 


|= 


X С* = CHCC t = CHCC, Е 
C+ = С'‹ссчу-! 


1 


0 


1 


o 


һы” 


[2 0 Ü 
E 3 dli 1 1 1 
4 4 2. 2 2 
асв о -i 3|| 1 101 
| 4 4|| 2 2 2 
1 l 1 1 1 
3 4 4 2 2 2 j= 
1 ^l 1 
3 4 4 
2 i 1 
3 3 3 
| 1 1 а 
2 4 2 


1 1 1 
6 12 F 
i 5 _1 

6 12 6 


Ханы АЛ s д+[ FE ат ЕЕ, 
定理 6 Acc. 则 存在 换行 , 换 列 矩阵 之 积 РЄ 
prn. ОЄ Ey Se Cus Тес хез, 使 得 


А 
a=] no |в 
£ А, А» 21 
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1. 
=" s | Ан СІ, TQ“ Аз ЄС” 


(0 (Aw! Op. 
А, =Q | ИР 
| O О 


. А 

А* -ol | G-ETT") Av USERS"S) P 
证 略 。 | | 
$7.5 ГУЕ Я 


жз” ЕЕ BER RTE J ЖЫ P 
-简单 应 用 。 - | | 
定理 1 лес", ВЕС”, рес", АВЕ: 


| AXB—D i | (1) 
有 解 的 充 要 条 件 为 . 存在 АГ. BU. 使 得 
AA DB: B=D . (2) 


FEST DET | 
X—A-DB-4Y—A-AYBB- УТЕС” (3) 
Au o БЕР. Вах. EE (1 PS XD А SE UI 
АЛ. НЫ B B.G = 
АА-АХВВ`В=АХВ=р=АА-РВ-В 
НЕ. ИЯ А”. ПОХ, WA DB CO BS 
Ж. | 
现 设 X, 是 (1) 的 解 , 9 Y= X, 就 有 
_ A-DB---X,—A- AX,BB- 
(240 


= A DB -FX,.—A-DB-^—X, 
ОЕ, 
推论 а) ШАСЫ АЯ ТГ УЕ. RI A ВХ 
ЖЕРЕ X 的 一 般 形式 为 
Х-А---2-А-А?АА" V Z€ C" 
$) AX= D 有 解 的 充 要 条 件 为 存在 А”. 使得: — 
"AATD=D i 
目 其 通 解 为 
X—A-D-cY—A-AY У УЕС""* 
其 中 лдес"””, рес”, © 
证 ay EDH. № A—B—D. (C3) 中 , 5 y= A + 
21%; 
b СОЧ, $ Б-і, ш. 
定理 2 ілесе, БСС", WARA 


Ах=Ь (4) 
шыны аша 存在 АС, 使 得 | 


` AA b—b (5) 
且 其 适 解 为 1 а 
x-—4A- b-cO.-— A^ A) V s€ C (6) 
证 - 在 定理 1 中 , $ В=1., D—b BD. i 
推论 。 Ax=8 的 通 解 为 
x= (Т„— A7 A» ууеС- 
此 推论 说 明 , 1,-А A 是 NCA) 上 的 正 交 投影 。: 
ст Ез Блвесх,вес,рес,. кес”. 
Ej ct cg msn 
АХ-В. XD= E : (7) 
有 公共 解 的 充 要 条 件 为， 两 个 方程 分 别 育 Е.Н: 
.241. 


AE--BD (8) 
E X, жн. ШЕ 
X=X,+(FR—A AYY(LI—DD 7) VYec" (9) 
证 必要 性 , GE COH AXE X, та 
АХР= Вр. AXD—AE 
EDAR s 
ЯЗ. 设 (7) 式 的 两 个 方程 分 别 有 解 ， пау. 
则 令 
Х-А B--ED- -A-AED- 
AMEX BIER COAT. 即 67) 的 两 个 方程 有 公 匡 
ж. 
车 X. 是 (7) 的 一 个 公共 解 , 则 对 任何 了 E C, ЕШ 
жой X. 满足 (7) 的 两 个 方程 。 
ХА. Ml 
ACX — KX d —O, €X—X,D—O 
由 此 有 | 
RIX ЖУМА) ЖІОСМХ- Xo) 
TEPEE Y. 2, 使 得 
X—X,— (ATAY —20,—DD^) 
ik | 
X— X, G,— A7 AYY = (1, AAZ U ВРУ) 
MORRE. | 
X34 ЖА. ВЕС", WI 


| | Аха, Bx—b о s (10) 
НАИЯЖ $ PF A 
B'b-A*'a€N(AMENGD | GD 


证 必要 性 : ROO АЗЕ. 由 定理 28 
.242- 


х= 二 让 十 《和 一 地 Аду VY y€ C" 


х= B*b--G,-— ВУ B)z У zcC 
于 是 | | 
B*b—A*a =LA AM — (Г, — B ВУЄ МСА) 
+N(B) | 
充分 人 性: 设 (11) 式 成 立 , BD 
B*b— A*a—a-tb a€ NCA).b€ NOD 
ғ 
х-В”%-%ӛ- Ата-а 
Wi 


Ах= AA*a-c Aa =a 
Bx— BB*b—Bb—b 

Bp x 是 (10? 的 公共 解 。 
从 以 王 讨论 可 知 , 方程 有 解 时 , 往往 有 名 个 解 。 ПЕ 
践 中 往往 要 求 在 这 多 个 解 中 , КАЖ РАЮ, КШ 
介绍 其 中 范 数 发 小 的 解 。 | 
定义 ШАЄС". bec", 方程 | 
Ах=Ь С в) 
ЗН. 解 中 范 数 最 小 的 称 为 最 小 范 数 解 , 简 记 为 LN 解 ， 
而 当 РЄ САНТ, ЖЕ 


ЦАх--5|--- min (12) 


的 解 中 范 数 最 小 的 解 . НС ЛУ ЕНІН ИЕЛЕНЕ 
HZR, A LNLS i., 
定理 5 HEOR. 其 LN ИЛЕН. Ж = € 

C'EN LN W. 则 
+ 243 - 


Axy—b xo АСАН) 
证 HFA: RCA'O—ROOJESETEBEST. Н RADA 
NCA»— {0}. ХАН RADA МИНИ, 
若 (4) 有 解 . Ше ROCA). 于 是 存在 崔 一 的 z € RA”), 
使 得 | 
Ax b x, € RCA") 
对 于 方程 4) 的 任意 解 x,EC", HA 
м — Е NCAD 
НЗ АСАН) |. МА). 有 
(ЕЛ Не [ммм Е 
= le anli H Ms so ES 


я xo 是 LN 解 ， 
ЖН6 ОН. 则 其 唯一 的 LN 解 为 | 
x—Zb | аз 
其 中 之 满足 | 
: АГА = А (ZA —ZA (145 


RI. 对 一 U] b€ ЯСА). х= Ер АСЛУ АДО LN fg. М 
ADAR. 

证 ”车 (14) 式 成 立 . HFEA., MU) BCRCGO. H ff 
EEC, 使 得 
Ас-ь 

于 是 
AZb— АЎ Ас— Ac=b 
另 一 方面 
Zb—ZAc-—CZ AY e= АЯ? "се RCAP) 
。 于 是 由 定理 5 知 ，Zb 一 xo 是 其 唯一 的 LN 解 ; 
FZ. A=(a, m.s a. ШЕКСАУ). iEn, ШІ 
+ 244 + 


АА аутта; Za, € RILA”) iEn 


由 此 得 
AZA=A 
ZA— A* AZA— A* A 
于 是 | 
(ZA = 2А 


定理 7 8 ACCU. БС", Ws . 
х= А-В (AAA A. CAAT 2— АА) (15) 
Bf. C2) 9 728 
|. Ax— bI. = min - 
的 解 。 | 
Бе. Ж хесх"В 17 РЕС" 
| AXb— bll]: = min 


则 
ЛХА = А CAX)" — AX 
证 ”对 任意 的 bEC”", 4 
| b—b, +b. 
Яф bo Pao b€ RCAY. „= U— Prod БЕ ВСА) у. ДІ 
b, Lb. 
于 是 有 


lAx— bll — Ах bills НЫ = bll 
由 此 , 当 
B Ax = Prab 
时 , 有 
Ах b ||; —min m 
2245 


RH S 7.1 定理 3 之 gg)， 当 (15) 式 成 证 时 ,有 
AA b= Prenb=b 
反之 , Ж ХЕС", ШН БС С" 
МА Хе — 61. — min 
特别 , КОЕ ӛссе, Em е-(0.--.0,1,0.-.097.М 
АХР Par ag TAA e; 
H АА”А--А, CAA O2" — AA . 于 是 有 
- АХ--АА” 
АХА- АА А-А 
CAXO" — (AAT)! — AA. — AX 
定理 8 dE ACCUC.b€C". W 
| il Ax-—51l — min a2) 
的 LNLS 解 是 Ath: 反之 , XCCUCUMEADPbeCT. Xb Ф 
是 (12} 对 应 的 LNLS fS. 则 
X-—A* 
证 由 定理 7, 方程 (12) 的 LNLS 解 ,就 是 
Ах-=АА-Ь (AA A— А, САЛТ I = AA") 
АТМ. 于 是 由 定理 6 有 О 
| x DAA^ b. Ард= А. (DAY — DA 
"x ая э, 2 
БАА == А+ 
BU 
x= ATtb 
反之 ,对 任意 的 bEC”", XB 是 (12) 对 应 的 LNLS 8. 
A*b 也 是 其 LNLS 解 , 则 由 解 的 唯一 性 有 
Хь-А?Ь 
于 是 由 b&b 的 任意 性 得 
» 246 * 


Х--А% 
EARE. ГУН ЖІ, 在 本 节 中 已 经 用 
到 未 瑚 确 担 出 的 满足 矩阵 方程 

АХА=А, (АХ)З-АХ 
Tus n EET 

АХА= А, (ХА) = ХА 
АОРТЕ. 除 此 之 外 . ЕЯНЕВЕЖЯНЫГ НЕЕ 
ЗІН ЫНТЫ ЖЕ М. 而 只 对 常用 的 几 类 作 了 简要 介绍 。 


з ж 七 


一 、 试 证 А“СААЗУ-А Ë Hermite №, ПІН ЖІБЕ 
АВГ ЕВЕ, АЗСААЗУ "АЙЖАН, 


2. U-—V.—AAT7YFG,—A- АУРУ. БЕ 
XSA 4V Un ААС, — АТА 


X—A- HU— A- AUAA- 
三 、 证 Oneni B БГ V aW ВУ OL. 
四 、 设 aec, ye C, ЄС", R. 
ZAY —I, 
ШІ А7-Ү2Ж АННЫ ХУ ЕЕ. 
E., HEH FATER: 
а) Ч A= A“ I. 有 
(А? = (АТ 
АА*=А-А 
A! CAT) + = СА?у+ A?— ДА+ 
А+ А? — АЗА+ 
+ 247 + 


b) CA" AY* —A* CAT)* 
LAA * == (At At 
с) САНА) SA CAAD T A= AAAF YI (АН 
d) AAt = (ААР(ААН) = (AAYY CAA") 
Ж. Ж ABA= A, (GAY! = ВА. ACA= A. (АСУ! = 
АС, ПІ 


BAC—A* ` 
E. ПЕН (AG) В+ АТВ 
СА, 证 明 
AA*-Q"Q 
А*А= РР" 


其 中 A= РРО", D=diag (5,0). ®=йан(а. 25,77. 2,5 
a G€ 3 A KERB. r=rankA. 
Ju. XE AA" — АНА = 1, A 一 diag (А. Аа, >, А), ШІ 
(AAA) * = AA* AP 
但 4 H En] mi. ВАЛЬ, BEBO. 


十 、 设 
К 2 B 
A= 
0-1 2 
Rat 
十 一 、 求 
1 2 0 
Аз|0 0 2 
240 
ВЕ A-。 
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本 书 1588 年 4 月 正式 出 版 后 ии 
它 选 作 教 材 或 指定 为 报考 工科 博 - + ENS P. WT 
此 ,决定 重印 。 | 

| 考虑 到 工科 数学 课程 指导 委员 会 已 对 工科 硕士 
ER 矩阵 理论 》 课 的 教学 基本 要 求 的 教学 需要 作 了 
明确 规定 ,本 科 《 线 性 代数 ? 课 的 教学 改革 尚 无 定论 等 
原因 ; 故 本 版 不 宜 作 内 容 的 大 变动 ,只 作 了 较 少 变动 ， 
习题 也 儿 了 少量 调整 ,纠正 了 第 一 版 中 的 一 些 印 吊 镜 
B. 
限于 我 们 的 水 平 ,错误 难免 出 现 , 敬 请 批评 指正 。 
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